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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Математизация различных областей знаний в настоящее вре­
мя не является чем-то новым, неожиданным. Широкое внедрение 
математических методов в самые разнообразные сферы деятель­
ности сегодня уже никого не удивляет. Это не только технические 
и экономические науки, где эти методы давно приносят свои 
плоды, но и развивающиеся сейчас разнообразные прикладные 
науки управления: менеджмент, принятие управляющих реше­
ний, социально-экономическое прогнозирование и т.д. 

Прикладные науки развиваются своим путем, используя су­
ществующий математический аппарат для решения возникаю­
щих проблем, и даже своими потребностями стимулируют разви­
тие некоторых разделов математики. Но в них нередко царят своя 
терминология, свои частные приемы решения задач, свои исход­
ные предпосьшки и цели. Имеют место ситуации, когда некор­
ректно примененные прикладниками методы тем не менее позво-, 
ляют получать полезные практические результаты. Дисциплина 
"Математическое моделирование" давно сформировалась как 
прикладная наука и включена в подготовку специалистов почти 
по всем экономическим и техническим направлениям. 

Данная книга задумывалась и писалась на основе собственно­
го педагогического опыта авторов как пособие для самостоятель­
ной работы студентов. Поэтому в книгу из методических сообра­
жений вошло не все, что есть в науке вычислений, а лишь то, что 
нужно для предполагаемого круга читателей, и в такой форме, ко-
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торая нужна этим читателям с учетом их потребностей, обуслов 
ленных решаемыми задачами в своей профессии. Книга не заме 
няет существующих учебных пособий академического плана 
которые посвящены математическим аспектам вычислительных 
методов, у нее другая задача. Авторы видят основную задачу 
знакомстве читателей определенного круга, прежде всего студен 
тов-нематематиков, с вычислительными методами как инстру 
ментом решения задач, встречающихся в их профессиональной 
деятельности, в частности при использовании методов математи 
ческого моделирования. Главные вопросы, возникающие у прак 
тика: "На чем основан метод, как применить его, что он может 
дать для решения той или иной его задачи?" Главные же вопросы 
возникающие у математика — создателя методов: "С какой ско 
ростью сходится метод, как метод работает с теми или иными 
функщ1ями, как "доказать все и вся" в методах"? — обычно не за 
трагивают чувства и мысли пользователя. Например, все мы ус 
пешно пользуемся формулой вычисления длины окружности, но 
не все знают, как она выведена и т.п. Так и многие вычислитель 
ные методы у определенного круга пользователей превращаются 
в рабочий инструмент, усиливающийся в последние годы автома 
тизацией их применения с помощью персональных компьютеров 

Поэтому в книге отсутствуют некоторые "типовые" для при 
кладной вычислительной математики разделы, например общая 
теория погрешностей вычислений, детальные теоретические ос 
новы методов, теоретический анализ условий существования ре 
шения, сходимости метода и т.п. Эти вопросы затрагиваются в не 
обходимом объеме при рассмотрении того или иного метода или 
группы методов, так как специалисту при решении своей задачи 
нужно уметь получать результат с заданной погрешностью. Для 
него исходными данными является содержательная задача, и к 
ней он подбирает более или менее эффективный метод решения 
С точки зрения математика (даже прикладного), первоисточни 
ком деятельности является метод, и уже к нему он подбирает ту 
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или иную функцию, исследуя влияние особенностей этой функ­
ции на эффективность метода. 

Большие усилия математиков направлены на разработку чис­
ленных алгоритмов и их исследование. В качестве одного из глав­
ных критериев принимается сходимость алгоритма: чем быстрее 
сходится алгоритм, тем лучше. С точки зрения вычислителя-
практика, все выглядит несколько в ином свете. Важную роль иг­
рает время решения задачи, удобство обращения к алгоритму и 
многое другое. Становится очевидным, что решение больших за­
дач требует неформальных действий вычислителя, возможности 
вмешиваться в процесс счета — так называемого диалогового ре­
жима и т.д. Поэтому сходимость алгоритма — это лишь один из 
многих аспектов численных методов для вычислителя-практика, 
т.е. для профессионала в области нематематических интересов. 
Вот почему вопросы сходимости алгоритмов в книге почти не 
рассматриваются. Далее в книге понятие сходимость характери­
зуется в практическом смысле числом шагов до достижения иско­
мого результата. 

"Математика не случайно сделалась эталоном мышления. 
Этим она обязана представлению о строгости, которое выраба­
тывалось веками и, конечно, как-то все время деформировалось 
под натиском нового материала и расширения круга своих за­
дач... Но все имеет свои разумные пределы. Интуиция, опыт — 
все то, что обычно называется здравым смыслом или нефор­
мальным мышлением, в такой же мере имеют законное право на 
существование при анализе математических задач, как и все 
прочее"^. 

Все вышесказанное означает, что в книге принят "физиче­
ский уровень строгости", т.е. та разумная степень глубины анали­
за метода, которая необходима для его использования специали­
стом в его практических задачах. Этот выбор стиля изложения 

Моисеев Н.Н., Иванилов Ю.П., Столярова Е.М. Методы оптимизации. 
М.: Наука, 1978. 



материала сразу делает очевидным круг читателей, на который 
ориентируются авторы. Своими читателями мы видим прежде 
всего студентов экономических вузов, как очной, так и заочной 
(дистанционной) формы обучения, т.е. тех, для которых приклад­
ная математика не "родной и любимый" предмет, а необходимый 
инструмент для своей профессиональной деятельности. 

Книга может быть полезна также и студентам технических 
специальностей, несмотря на то, что им для решения отдельных 
проблем могут потребоваться и более глубокие знания. 

В книге содержится большое количество вопросов и ответы 
на них, которые также будут полезны для самоконтроля усвоения 
материала. 

Авторы выражают огромную благодарность академику д-ру 
техн. наук, проф. СВ. Черемных за участие в формировании 
структуры книги и канд. физ.-мат. наук, доц. А.Н. Канатникову за 
коррекцию книги с точки зрения математической строгости изло­
жения. 



ВВЕДЕНИЕ 

Математическое моделирование как инструмент познания за 
воевывает все новые и новые позиции в различных областях дея 
тельности человека. Оно становится главенствующим направле 
нием в проектировании и исследовании новых систем, анализ 
свойств существующих систем, выборе и обосновании оптималь 
ных условий их функционирования и т.п. 

Математическое моделирование широко проникло в различ 
ные области знаний и их приложения: технические, экономиче 
ские, социальные, биологические и многие другие, на первый 
взгляд, далекие от математики. Поэтому специалистам различ 
ных направлений необходимо владеть концепциями и методами 
математического моделирования, иметь представление об инст 
рументарии, применяемом при моделировании. 

Первый и главный этап математического моделирования — 
собственно построение модели — очень часто опирается на неко 
торые имеющиеся исходные данные. При этом широко применя 
ются вычислительные методы обработки данных: методы интер 
поляции, аппроксимации и др. 

Основная задача моделирования различного рода процессов и 
систем с целью исследования объектов, прогнозирования их по 
ведения или поиска наилучших условий функционирования сво 
дится к расчету анализируемых показателей по математической 
модели при тех или иных значениях (или функциях) входных ве 
личин. Важное значение при этом приобретают вычислительные 
алгоритмы, с помощью которых можно получить при моделиро 
вании решение конкретной математической задачи. 



Знакомству с идеями и алгоритмами решения наиболее рас­
пространенных задач вычислительной математики, применяю­
щихся при математическом моделировании, получению практи­
ческих навыков их применения и посвящено данное учебное 
пособие. Оно включает в себя следующие основные темы. 

• Интерполяция. 
• Аппроксимация. 
• Решение нелинейных уравнений и их систем. 
• Решение систем линейных уравнений. 
• Вычисление интегралов. 
• Основы решения дифференциальных уравнений. 
• Методы оптимизации. 
Эти темы охватывают широкий спектр методов и являются 

минимумом, необходимым для дальнейшего успешного решения 
различных задач математического моделирования, возникающих 
при исследовании реальных объектов промышленного производ­
ства, экономических, финансовых и других и управления ими. 
Все рассмотренные методы снабжены достаточно подробными 
примерами реализации вычислительных алгоритмов. 

Пособие содержит также контрольные вопросы по всем темам 
и ответы на них, которые представляют специфическую форму 
самообразования. Причем вопросы составлены с расчетом на не­
который активный опыт исследования вычислительных методов, 
что является необходимым условием самостоятельной работы с 
книгой. 

Приведенные в книге ответы помогут лучше понять те осо­
бенности методов, которые не очевидны из теоретического мате­
риала, "не лежат на поверхности", а выявляются в результате при­
обретения опыта их применения. 

Определенное внимание в книге уделено также реализации 
вычислительнык алгоритмов на ЭВМ, т.е. технологии вычисли­
тельных работ с опорой на современные технические и программ­
ные средства. 

Пособие в теоретическом плане не заменяет имеющуюся ли­
тературу по численным методам. В отличие от академической 
учебной литературы, где рассмотрены вопросы истории развития 



методов, доказательства и обоснования различных положений и 
выводов, большое число методов и их модификаций, в данном ho-
собии изложены концепции и основные идеи, на которых базиру­
ются вычислительные методы математического моделирования и 
даны практические примеры их применения. Оно не является 
полным, всеобъемлющим, а содержит лишь самые необходимые 
методы и сведения о них и призвано сформировать концептуаль­
ное понимание вычислительных методов для решения различных 
задач, закрепить и систематизировать знания, полученные из 
учебников, в соответствии с программой соответствующего учеб­
ного курса. Данное пособие ориентировано прежде всего на само­
стоятельную работу студентов. 

ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ 

КОНЦЕПЦИЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Моделирование в научных исследованиях стало применяться 
еще в глубокой древности и постепенно захватывало все новые 
области научных знаний: техническое конструирование, строи­
тельство и архитектуру, астрономию, физику, химию, биологию 
и, наконец, общественные науки. Большие успехи и признание 
практически во всех отраслях современной науки принес модели­
рованию XX век. Однако методология моделирования долгое 
время развивалась независимо в различных областях приложе­
ния. Отсутствовала единая система понятий, единая терминоло­
гия. Лишь постепенно стала осознаваться роль моделирования 
как универсального метода' научного познания. 

Модель — это такой материальный или мысленно представ­
ляемый объект, который в процессе исследования замещает объ­
ект-оригинал так, что его непосредственное изучение дает новые 
знания об объекте-оригинале. 

Под моделированием понимается триединый процесс по­
строения, изучения и применения моделей. Моделирование тесно 
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связано с такими категориями, как абстракция, аналогия, гипоте 
за и др. Процесс моделирования обязательно включает и построе 
ние абстракций, и умозаключения по аналогии, и конструирова 
ние научных гипотез. Модель выступает как своеобразны 
инструмент познания, который исследователь ставит между со 
бой и объектом и с помощью которого изучает интересующий еп 
объект. Именно эта особенность метода моделирования опреде 
ляет специфические формы использования абстракций, аналогий 
гипотез, других категорий и методов познания. 

Необходимость использования метода моделирования опре 
деляется тем, что многие объекты (или проблемы, относящиеся 
этим объектам) непосредственно исследовать или вовсе невоз 
можно, или же это исследование требует много времени 
средств. 

Пусть имеется или необходимо создать некоторый объект А 
Мы конструируем (материально или мысленно) или находим 
реальном мире другой объект В—модель объекта А. Процесс по 
строения модели предполагает наличие некоторых знаний об объ 
екте-оригинале. Познавательные возможности модели обуслов 
ливаются тем, что модель отражает какие-либо существенны 
черты объекта-оригинала. Вопрос о необходимости и достаточ 
ной мере сходства оригинала и модели требует конкретного ана 
лиза. Очевидно, модель утрачивает свой смысл как в случае тож 
дества с оригиналом (тогда она перестает быть моделью), так и 
случае чрезмерного во всех существенных отношениях отличю 
от оригинала. 

Таким образом, изучение одних сторон моделируемого объек 
та осуществляется ценой отказа от отражения других сторон. По 
этому любая модель замещает орт^инал лишь в строго ограничен 
ном смысле. Из этого следует, что для одного объекта может бьш 
построено несколько "специализированных" моделей, концен 
трирующих внимание на определенных сторонах исследуемог 
объекта или же характеризующих объект с разной степенью дета 
лизации. 
10 



в процессе изучения свойств объекта при моделировании мо­
дель выступает как самостоятельный объект исследования. Од­
ной из форм такого исследования является проведение "модель­
ных" экспериментов, при которых сознательно изменяются 
условия функционирования модели и систематизируются данные 
о ее "поведении". Конечным результатом этого этапа является 
множество знаний о модели. 

В процессе применения моделей осуществляется перенос зна­
ний с модели на оригинал — формирование множества знаний об 
объекте. Этот процесс переноса знаний проводится по определен­
ным правилам. Знания о модели должны быть скорректированы с 
учетом тех свойств объекта-оригинала, которые не нашли отра­
жения или были изменены при построении модели. Мы можем с 
достаточным основанием переносить какой-либо результат с мо­
дели на оригинал, если этот результат связан с признаками сход­
ства оригинала и модели. 

Если же определенный результат модельного исследования 
связан с отличием модели от оригинала, то этот результат перено­
сить неправомерно. 

Здесь же происходит практическая проверка получаемых с 
помощью моделей знаний, т.е. проверка адекватности модели и 
их использования для построения обобщающей теории объекта, 
его преобразования или управления им. 

Существуют по крайней мере две точки зрения на результаты 
моделирования. Одна отгалкивается от того, что при синтезе мо­
дели в нее закладываются такие связи, соотношения, которые уже 
известны исследователю (естественно, что неизвестные заложить 
в модель нельзя). Поэтому из модели нельзя получить новых зна­
ний об объекте. В этом случае модель может выступать только 
как расчетный объект, на котором можно проводить численные 
эксперименты, в том числе в таких ситуациях, в которых сам объ­
ект или не существовал, или не существует. Вторая точка зрения 
на результаты моделирования исходит из того, что при конструи­
ровании в модель закладываются известные сведения (связи, 
соотношения) об элементах объекта, но они в соответствии со 
спецификой сложной системы могут в совокупности проявить 
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качественно новые свойства, не присущие отдельным элементам 
В этом случае математическое моделирование способно дать но 
вые, до сих пор неизвестные знания об объекте. Второй подход 
результатам моделирования более оптимистичен по сравнению 
первым, он не ограничивает мысль исследователя, не сковывас 
его какими-то рамками, сохраняет надежду на новые знания, н 
научный и практический прогресс, наполняет процесс моделиро 
вания более глубоким смыслом. 

Для понимания сущности моделирования важно не упускат 
из виду, что моделирование — не единственный источник знани 
об объекте. Процесс моделирования "погружен" в более общи 
процесс познания. Это обстоятельство учитывается не только не 
посредственно при построении модели, но и при завершении мо 
делирования, когда происходит объединение и обобщение ре 
зультатов исследования, получаемых на основе многообразны 
средств познания. 

Моделирование — циклический процесс. Это означает, что з 
первым трехуровневым циклом может последовать второй, тре 
тий и т.д. При этом знания об исследуемом объекте расширяюто 
и уточняются, а исходная модель постепенно совершенствуется 
Недостатки, обнаруженные после первого цикла моделирования 
обусловленные малым знанием объекта и ошибками в построе 
НИИ модели, можно исправить в последующих циклах. В методо 
логии моделирования, таким образом, заложены большие воз 
можности саморазвития. 

Проникновение математики в экономическую науку связано 
преодолением значительных трудностей. Главные из них заклю 
чаются в природе экономических процессов, в специфике эконо 
мической науки. Большинство объектов, изучаемых экономиче 
ской наукой, может быть охарактеризовано кибернетическил 
понятием "сложная система". Наиболее распространено понима 
ние системы как совокупности элементов, находящихся во взаи 
модействии и образующих некоторую целостность, единство 
Важным качеством любой системы является наличие таки 
свойств, которые не присущи ни одному из элементов, входящю 
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в систему. Поэтому при изучении систем недостаточно просто 
пользоваться методом их расчленения на элементы с последую­
щим изучением этих элементов в отдельности. Одна из трудно­
стей экономических исследований в том, что почти не существует 
экономических объектов, которые можно было бы рассматривать 
как отдельные (внесистемные) элементы. 

Сложность системы любой природы (технической, экономи­
ческой, биологической, социальной и т.д.) определяется количе­
ством входящих в нее элементов, связями между этими элемента­
ми, а также взаимоотнощениями между системой и средой. 
Экономика обладает всеми признаками очень сложной системы. 
Она объединяет огромное число элементов, отличается многооб­
разием внутренних связей и связей с другими системами (природ­
ной средой, экономической деятельностью других субъектов, 
социальными отношениями и т.д.). В народном хозяйстве взаимо­
действуют природные, технологические, социальные процессы, 
объективные и субъективные факторы. 

Сложностью экономических отношений нередко обосновы­
вали невозможность моделирования экономики, изучения ее 
средствами математики. Моделировать можно объект любой при­
роды и любой сложности. Сложные объекты представляют наи­
больший интерес для моделирования; именно здесь моделирова­
ние может дать результаты, которые нельзя получить другими 
методами исследования. 

Потенциальная возможность математического моделирова­
ния любых экономических объектов и процессов не означает, ра­
зумеется, ее успешной осуществимости при данном уровне эко-
номР1ческих и математических знаний, имеющейся конкретной 
информации и вычислительной техники. И хотя нельзя указать 
абсолютные границы математической формализуемости эконо­
мических проблем, всегда будут существовать еще неформализо­
ванные проблемы, а также ситуации, где математическое модели­
рование недостаточно эффективно. 

В различных отраслях знаний этапы процесса моделирования 
приобретают свои специфические черты. Но во всех случаях 
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можно выделить несколько этапов, присущих в той или иной 
мере процессу моделирования в любой сфере. Приведенные ниже 
этапы охватывают в целом процесс моделирования, без разделе­
ния его на три упомянутые выше составные части. 

1. Постановка проблемы и ее качественный анализ. Главное 
здесь — четко сформулировать сущность проблемы, принимае­
мые допущения и те вопросы, на которые требуется получить от­
веты. Этот этап включает выделение важнейших черт и свойств 
моделируемого объекта и абстрагирование от второстепенных; 
изучение структуры объекта и основных зависимостей, связы­
вающих его элементы; формулирование гипотез (хотя бы предва­
рительных), объясняющих поведение и развитие объекта. 

2. Построение математической модели. Это — этап форма­
лизации проблемы, выражения ее в виде конкретных математиче­
ских зависимостей и отношений (функций, уравнений, нера­
венств и т.д.). Обычно сначала определяется (или задается в 
случае применения формальных моделей) основная конструкция 
(тип) математической модели, а затем уточняются детали этой 
конструкции (конкретный перечень переменных и параметров, 
форма связей). Таким образом, построение модели'подразделяет-
ся в свою очередь на несколько стадий. 

Неправильно полагать, что чем больше факторов (т.е. вход­
ных и выходных переменных состояния) учитывает модель, тем 
она лучше "работает" и дает лучшие результаты. То же можно 
сказать о таких характеристиках сложности модели, как исполь­
зуемые формы математических зависимостей (линейные и нели­
нейные), учет факторов случайности и неопределенности и т.д. 
Излишняя сложность и громоздкость модели затрудняют процесс 
исследования. Нужно не только учитывать реальные возможно­
сти информационного и математического обеспечения, но и со­
поставлять затраты на моделирование с получаемым эффектом 
(при возрастании сложности модели нередко рост затрат на моде­
лирование может превысить рост эффекта от внедрения моделей 
в задачи управления). Естественно, необходимо стремиться к то­
му, чтобы получить модель, принадлежащую хорошо изученному 
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классу математических задач, пути и методы решения которых 
известны и хорошо разработаны. Часто это удается сделать путем 
некоторого упрощения исходных предпосылок модели, не иска­
жающих существенных черт моделируемого объекта. Однако 
возможна и такая ситуация, когда формализация проблемы при­
водит к неизвестной ранее математической структуре, в этом слу­
чае актуальность приобретают вычислительные методы, с помо­
щью которых можно исследовать модель и ее свойства (в 
конечном счете — свойства исходного объекта). 

3. Математический анализ модели. Целью этого этапа яв­
ляется выяснение общих свойств модели. Здесь применяются 
чисто математические приемы исследования. Наиболее важный 
момент — доказательство существования решений в сформули­
рованной модели (теорема существования). Если удастся дока­
зать, что математическая задача не имеет решения, то необходи­
мость в последующей работе по первоначальному варианту 
модели отпадает; следует скорректировать либо постановку зада­
чи, либо способы ее математической формализации. При анали­
тическом исследовании модели выясняются такие вопросы, как, 
например, единственно ли решение, какие переменные могут вхо­
дить в решение, каковы будут соотношения между ними, в каких 
пределах и в зависимости от каких исходных условий они изменя­
ются, каковы тенденции их изменения и т.д. 

Модели сложных объектов с большим трудом поддаются ана­
литическому исследованию. В тех случаях, когда аналитически­
ми методами не удается выяснить общих свойств модели, а упро­
щения модели приводят к недопустимым результатам, связанным 
с потерей ее адекватности,-переходят к численным методам ис­
следования. 

4. Подготовка исходной информации. Моделирование предъ­
являет жесткие требования к системе информации. В процессе 
подготовки информации широко используются методы теории 
вероятностей, теоретической и математической статистики. При 
системном математическом моделировании исходная информа-
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ция, используемая в одних моделях, является результатом функ 
ционирования других моделей. 

5. Численное решение. Этот этап включает разработку алго 
ритмов для численного решения задачи, составления программ т 
ЭВМ и непосредственное проведение расчетов. Здесь приобрета 
ют актуальность различные методы обработки данных, решенш 
разнообразных уравнений, вычисления интегралов и т.п. Нередк 
расчеты по математической модели носят многовариантный 
имитационный характер. Благодаря высокому быстродействик 
современных ЭВМ удается проводить многочисленные "модель 
ные" эксперименты, изучая "поведение" модели при различны 
изменениях некоторых условий. Для решения таких задач важно 
значение имеют методы оптимизации, т.е. поиска наилучши 
(экстремальных) значений каких-либо функций и функционалов 
Исследование, проводимое численными методами, может суще 
ственно дополнить результаты аналитического исследования, 
для многих моделей оно является единственно осуществимым 
Класс задач, которые можно решать численными методами, зна 
чительно шире, чем класс задач, доступных аналитическим мето 
дам. 

6. Анализ численных результатов и их применение. На этом за 
ключительном этапе цикла встает вопрос о правильности и пол 
ноте результатов моделирования, об адекватности модели, о сте 
пени ее практической применимости. Математические методы 
проверки результатов могут выявлять некорректность построе 
ния модели и тем самым сужать класс потенциально правильнь» 
моделей. Неформальный анализ теоретических выводов и чис 
ленных результатов, получаемых посредством модели, сопостав 
ление их с имеющимися знаниями и фактами действительности 
также позволяют обнаруживать недостатки исходной постановки 
задачи, сконструированной математической модели, ее информа 
ционного и математического обеспечения. 

Поскольку современные математические задачи могут быт 
сложны по своей структуре, иметь большую размерность, то час 
то случается, что известные алгоритмы и программы для ЭВМ н 
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позволяют решить задачу в первоначальном виде. Если невоз­
можно в короткий срок разработать новые алгоритмы и програм­
мы, исходную постановку задачи и модель упрощают: снимают и 
объединяют условия, уменьшают число учитываемых факторов, 
нелинейные соотношения заменяют линейными т.д. 

Недостатки, которые не удается исправить на промежуточ­
ных этапах моделирования, устраняются в последующих циклах. 
Но результаты каждого цикла имеют и вполне самостоятельное 
значение. Начав исследование с построения простой модели, 
можно быстро получить полезные результаты, а затем перейти к 
созданию более совершенной модели, дополняемой новыми ус­
ловиями, включающей уточненные математические зависимости. 

Теория математического анализа моделей экономики разви­
лась в особую ветвь современной математики — математиче­
скую экономику. Модели, изучаемые в рамках математической 
экономики, теряют непосредственную связь с экономической ре­
альностью; они имеют дело с исключительно идеализированны­
ми экономическими объектами и ситуациями. При построении 
таких моделей главным принципом является не столько прибли­
жение к реальности, сколько пол)^ение возможно большего чис­
ла аналитических результатов посредством математических до­
казательств. Ценность этих моделей для экономической теории и 
практики состоит в том, что они служат теоретической базой для 
моделей прикладного типа. 

Можно выделить по крайней мере четьфе аспекта примене­
ния математических методов в решении практических проблем. 

1. Совершенствование системы сбора информации о слож­
ном объекте. Математические методы позволяют упорядочить 
систему информации, выявлять недостатки в имеющейся инфор­
мации и вырабатьшать требования для подготовки новой инфор­
мации или ее корректировки. Разработка и применение математи­
ческих моделей указывают пути совершенствования системы 
сбора и анализа информации, ориентированной на решение опре­
деленных задач планирования и управления. Прогресс в инфор­
мационном обеспечении планирования и управления опирается 
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на бурно развивающиеся технические и программные средства 
информатики. 

2. Интенсификация и повышение точности технических и 
экономических расчетов. Формализация проектных технических 
и экономических задач и применение ЭВМ многократно ускоря­
ют типовые, массовые расчеты, повышают точность и сокращают 
трудоемкость, позволяют проводить многовариантные техниче­
ские и экономические обоснования сложных мероприятий, не­
доступные при "ручной" технологии. 

3. Углубление количественного анализа проблем в техниче­
ских, экономических и других приложениях. Благодаря примене­
нию метода моделирования значительно усиливаются возможно­
сти конкретного количественного анализа: изучение многих 
факторов, оказывающих влияние на процессы, количественная 
оценка последствий изменения условий развития объектов и т.п. 

4. Решение принципиально новых научных и практических за­
дач в любой сфере приложений. Посредством математического 
моделирования удается решать такие задачи, которые иными 
средствами решить невозможно, например: нахождение опти­
мального варианта выпуска продукции, создание объекта любой 
природы с заранее заданными свойствами, автоматизация кон­
троля за функционированием сложных технико-экономических 
объектов и т.п. 

ПРИМЕРЫ ЗАДАЧ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Рассмотрим некоторые встречающиеся в практической дея­
тельности задачи математического моделирования в содержа­
тельной, а не в формальной математической трактовке. 

Трендовые модели. При математическом моделировании 
экономических процессов с целью определения параметров дина­
мики абсолютных приростов строят трендовые модели различной 
структуры, отражающие такие особенности, как постоянный рост 
(или снижение), увеличиваюощйся рост (снижение), уменьшаю­
щийся рост (снижение) и т.д. При этом на основании имеющихся 
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фактических данных методами аппроксимации подбирают наи­
лучшую модель, параметры которой интерпретируются как те 
или иные показатели экономического развития. Например, слу­
чай развития с увеличивающимся абсолютным приростом описы­
вается показательной или экспоненциальной функциями: 

Z(0 = a(l + 6)', (1) X(t)^ae'", (2) 

где а—теоретический начальный уровень, b—параметр, опреде­
ляющий постоянный темп прироста. Для анализа динамики этого 
типа развития часто используется обобщенная экспоненциальная 
функция, исходящая из предположения переменных темпов при­
роста p(t)=x(ty^dx I dt. Путем интегрирования этого выражения 
получаем 

Х,=;^Гоехр|р(ОЛ. (3) 
о 

В качестве функций р(0 могут использоваться линейная, экс­
поненциальная, параболическая и другие функции. 

Характериьш свойством трендовых моделей, описывающих 
рост с качественным изменением характеристик на протяжении 
рассматриваемого периода, является наличие точки перегиба {', 
в которой абсолютное ускорение равно нулю и меняет свой знак. 
Нахождение этой точки возможно путем решения нелинейного 
уравнения, получающегося приравниванием к нулю второй про­
изводной от функции роста по времени. Эта процедура является 
достаточно сложной, так как для описания функций роста приме­
няют в этом случае такие функции, как линейно-логарифмиче­
ская второго порядка, логистическая, первая функция Торнквиста 
и др. 

При построении и использовании трендовых моделей очевид­
ной является необходимость знания методов аппроксимации, ин­
терполяции, численного интегрирования, решения нелинейных 
уравнений, так как результаты решения той или иной задачи и 
трудоемкость их получения могут существенно зависеть от выбо-
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pa того или иного математического метода и корректности его 
применения. 

Построение и использование расчетных зависимостей. 
Один из видов анализа доходов населения с точки зрения их диф­
ференциации состоит в расчете накопленных частот (долей) и 
построении кривой Лоренца. Неравенство доходов характеризу­

ется степенью отклонения 
D кривой Лоренца от бис­

сектрисы координатного 
угла (рис. 1). Отклонение 
можно измерить через от­
ношение площади криво­
линейной фигуры ODL к 
площади AODK. Эта ве­
личина называется коэф­
фициентом концентра­
ции , или коэффициентом 
Джинни G. Чем ближе G к 
1, тем выше дифферен­
циация, а чем ближе G к О, 
тем равномернее доходы. 

Обычно на кривой, по­
лучаемой по даннь№1 статистических исследований, содержится 
немного точек, и поэтому искомая площадь находится прибли­
женно. Точность вычисления коэффициента Джинни можно су­
щественно повысить, применяя эффективные методы численного 
интегрирования, например методы Чебышева, Гаусса, которые 
даже при малом числе точек обеспечивают малую погрешность 
интегрирования. В ряде практических задач требуется найти зна­
чения кумулятивного ряда доходов при значениях численности, 
для которых нет статистических данных. Это легко можно сде­
лать, используя методы интерполяции или аппроксимации. 

Аналогичные задачи возникают и при работе с фзшкциями 
"спрос — предложение", "расходы — доходы", полезности, эла­
стичности замещения ресурсов и т.п. Помимо подбора наилуч­
шей функции для описания той или иной зависимости, для чего 
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применяются методы аппроксимации, часто требуется решать 
задачи расчета одного показателя при заданном другом, опреде­
ления наилучшего сочетания ViapaMerpoB при выполнении ка­
ких-либо условий (ограничений). Например, нужно найти макси­
мум полезности при ограничении на располагаемый доход. При 
решении такой задачи по одному продукту можно воспользовать­
ся графическим методом, нанеся на карту безразличия линии раз­
личного уровня полезности и бюджетную линию, но при учете 
нескольких видов продукции, на приобретение которых расходу­
ется доход, необходимо использовать математические методы 
оптимизации с ограничениями. 

Задачи динамики. Существует большой класс задач матема­
тического моделирования, при описании которых используются 
дифференциальные уравнения и их системы. Это и простейшая 
модель воспроизводства национального дохода, и модель дина­
мики фондовооруженности в расширенной модели воспроизвод­
ства, и динамические модели В. Леонтьева, Л.В. Канторовича, 
Дж. фон Неймана и др.; к этому типу моделей относится большое 
число моделей чисто технического характера (модели движения 
различных объектов, модели управляемых технологических и 
производственных объектов и др.). Модели в экономике описыва­
ются дифференциальными уравнениями в обычных производ­
ных, а в технике нередко и в частных производных, которые ре­
шаются значительно сложнее, чем в обычных. Для решения задач 
прогноза поведения моделируемой системы, задач оптимального 
управления требуется знание особенностей и возможностей раз­
личных методов решения дифференциальных уравнений. 

Оптимизационные задачи. Рассмотрим некоторые задачи, в 
которых требуется найти наилучшее с какой-то точки зрения ре­
шение; при этом, как правило, существуют различные ограниче­
ния на область изменения управляющих переменных, что не 
позволяет воспользоваться методами классического математиче­
ского анализа, а требует применения разнообразных вычисли­
тельных методов. 
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Задачи оптимального распределения ресурсов. В общем ви­
де эти задачи могут быть описаны следующим образом. Имеется 
некоторое количество ресурсов, под которыми можно понимать 
денежные средства, материальные ресурсы (например, сырье, по­
луфабрикаты, трудовые ресурсы, различные виды оборудования 
и т.д.). Эти ресурсы необходимо распределить между различны­
ми объектами их использования по отдельным промежуткам вре­
мени или по различным объектам так, чтобы получить макси­
мальную суммарную эффективность от выбранного способа 
распределения. Показателем эффективности может служить, на­
пример, прибыль, товарная продукция, фондоотдача (задачи мак­
симизации критерия оптимальности) или суммарные затраты, се­
бестоимость, время выполнения данного объема работ и т. п. 
(задачи минимизации критерия оптимальности). 

Имеется начальное количество средств PQ, которое необходи­
мо распределить в течение п лет между s предприятиями. Сред­
ства м̂ , (А: = 1,..., л; / = 1,..., 5), выделенные в Аг-м году /-му пред­
приятию, приносят доход в размере /;t,("*i) ^ ^ концу года 
возвращаются в количестве ф (̂ы;у). В последующем распределе­
нии доход может либо участвовать (частично или полностью), ли­
бо не участвовать. 

Требуется определить такой способ распределения ресурсов 
(количество средств, выделяемых каждому предприятию в каж­
дом плановом году), чтобы суммарный доход от .у предприятий за 
п лет был максимальным. Следовательно, в качестве показателя 
эффективности процесса распределения ресурсов за п лет прини­
мается суммарный доход, полученный от s предприятий: 

Z = ttM"i.y (4) 
1=1 *=1 

Количество ресурсов в начале к-го года будем характеризо­
вать величиной Р„_, (параметр состояния). Управление на к-м ша­
ге состоит в выборе переменных щ^, M Ĵ, ..., и^, обозначающих ре­
сурсы, выделяемые в к-м год /-му предприятию. 
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Если предположить, что доход в дальнейшем распределении 
не участвует, то уравнение состояния процесса имеет вид 

^ * = П - 1 - 1 % + Е Ф * , К ) - (5) 
1=1 1=1 

Если же некоторая часть дохода участвует в дальнейшем рас­
пределении в каком-нибудь году, то к правой части последнего 
равенства прибавляется соответствующая величина. 

Требуется определить п^ неотрицательных переменных MĴ,-, 
удовлетворяющих условиям (5) и максимизирующих функ­
цию (4). 

Оптимальное управление запасами. Класс задач, в которых 
рассматривается оптимальное управление запасами, является од­
ним из наиболее сложных. Это обусловлено тем, что в задачах 
управления запасами процесс, естественно, разворачивается во 
времени, причем управление заключается в том, что решение на 
данном прюмежутке времени принимается с учетом того состоя­
ния, к которому пришла система за предшествующие периоды. 
Кроме того, эти задачи связаны, как правило, с дискретным харак­
тером переменных и, следовательно, решаются довольно сложно. 

Проблема управления запасами является одной из важнейших 
областей практического приложения экономико-математических 
методов, в том числе методов математического программирова­
ния. 

При формулировке задач управления запасами используют 
следующие понятия. 

Запасы — это любые денежные или материальные ценности, 
которые периодически пополняются (производятся, доставляют­
ся и т. д.) и некоторое время сохраняются с целью расходования 
их в последующие промежутки времени. Уровень запасов в лю­
бой момент- времени определяется начальным уровнем запасов 
плюс пополнение и минус расход за промежуток времени от на­
чального момента до текущего. 

Утфавление запасами в общем случае состоит в воздействии 
на соотношение между двумя основными факторами — пополне­
нием и расходом. Цель управления — оптимизация некоторого 
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критерия, зависящего от расходов на хранение запасов, стоимо 
сти поставок, затрат, связанных с пополнением, штрафов и т. д. 

В такой общей постановке подобные задачи могут иметь са 
мое разнообразное практическое применение. Например, под за 
пасами можно понимать продукцию предприятия, которая произ 
водится непрерывно (пополнение) и отгружается потребителям 
определенными дискретными партиями (расход). При этом спро 
на продукцию предполагается наперед заданным (детерминиро 
ванный спрос) или подверженным случайным колебаниям (сто 
хастическая задача). Управление запасами состоит в определени 
размеров необходимого выпуска продукции для удовлетворенш 
заданного спроса. Цель — минимизация суммарных затрат н 
хранение и пополнение запасов. 

Под запасами можно понимать запасы сырья или других мате 
риалов, поставляемых дискретными партиями (пополнение), ко 
торые должны обеспечить непрерывное потребление в процесс 
производства (расход). Критерием оптимальности могут служит 
суммарные затраты на хранение запасов, замораживание оборот 
ных средств и поставки запасов. 

Запасами могут быть товары, поставляемые в магазин опреде 
ленными партиями и предназначенные для удовлетворения 
непрерывного, но подверженного случайным колебаниям поку 
пательского спроса. Критерий оптимальности — суммарные за 
траты на поставки, хранение запасов и изменение производствен 
ного ритма; связи с вариациями спроса. 

Запасами могут бьггь и сезонные товары, сохраняющиеся н 
складе ограниченной емкости. Товары можно покупать и прода 
вать в различных количествах по ценам, меняющимся во време 
ни. Задача состоит в определении политики покупок и продаж 
обеспечивающих максимум суммарной прибыли, и является при 
мером задачи складирования. 

Задачи о замене. Одной из важных экономических проблем, с 
которыми приходится встречаться на практике, является опреде 
ление оптимальной стратегии в замене старых станков, произ 
водственньк зданий, агрегатов, машин и т.д., другими словами 
старого оборудования на новое. 
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Старение оборудования включает его физический и мораль­
ный износ, в результате чего растут производственные затраты по 
выпуску продукции на старом оборудовании, увеличиваются за­
траты на его ремонт и обслуживание, а вместе с тем снижаются 
производительность и так называемая ликвидная стоимость. 

Наступает момент, когда старое оборудование более выгодно 
продать, заменить новым, чем эксплуатировать ценой больших 
затрат. При этом оборудование можно заменить либо новым обо­
рудованием того же вида, либо новым, более совершенным в тех­
ническом отношении с учетом технического прогресса. 

Оптимальная стратегия замены оборудования состоит в опре­
делении оптимальных сроков замены. Критерием оптимальности 
при определении сроков замены может служить либо прибыль от 
эксплуатации оборудования, которую следует максимизировать, 
либо суммарные затраты на эксплуатацию в течение рассматри­
ваемого промежутка времени, подлежащие минимизации. 

Задачи оптимального управления. Обычно к этому типу 
задач относят задачи, связанные с нахождением распределен­
ного во времени непрерывного управляющего воздействия. В 
экономике это прежде всего задачи прогнозирования тенденций 
развития, долгосрочных инвестиций и др., например задача опти­
мизации суммарного фонда потребления, где в качестве управ­
ляющего воздействия рассматривается величина инвестиций как 
функция времени (задача может быть сформулирована с учетом и 
без учета инвестиционного лага), задача максимизации дисконти­
рованного потребления и т.д. 

Все упомянутые классы задач (при этом их состав далеко не 
полон) требуют для своего решения применения специальных ма­
тематических методов линейного и нелинейного программирова­
ния, динамического программирования, принципа максимума и 
некоторых других. Составной частью вычислительных работ при 
решении рассмотренных проблем могут являться задачи решения 
нелинейных уравнений и их систем, вычисления интефалов, ре­
шение дифференциальных уравнений и т.д. 
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ИНСТРУМЕНТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Напомним, что моделированием называется процесс исследо­
вания свойств объекта по его модели. Этот процесс связан с необ­
ходимостью решения модели, как правило, на ПК. Следователь­
но, необходимо уметь решать различные задачи вычислительного 
характера, которые могут встретиться при моделировании (или 
по крайней мере знать, как это нужно делать и какой "ценой" это 
можно сделать). Вычисления здесь понимаются в самом широком 
смысле: это и "привычные" математические операции, и разно­
образные логические, применяющиеся при анализе различных 
взаимосвязей с целью выявления тех или иных причинно-след­
ственных связей. Отсюда вытекает важность одного из крае­
угольных камней математического моделирования — вычисли­
тельных алгоритмов. 

С ростом парка высокопроизводительных компьютеров появ­
ляется некоторое "обожествление" моделей и моделирования во­
обще. Это связано с кажущейся легкостью пол)^ения результата, 
с наличием большого числа моделей (правильных и нетфавиль-
ных, адекватных и неадекватных в конкретном случае) и модели­
рующих программ. При этом нередко встречаются случаи, когда 
"типовые" программы с "типовыми" алгоритмами дают не очень 
объяснимые решения или когда результаты предсказаний по мо­
дели не совпадают с действительностью. Может также оказаться, 
что время решения на первый взгляд несложной задачи недопус­
тимо велико. Не всегда рассматриваемые проблемы связаны с 
неадекватностью моделей или недостоверностью исходных дан­
ных, в ряде случаев они могут быть объяснены неэффектив­
ностью применяемых методов, особенно если имеют место 
несопоставимые с задачей затраты времени на ее решение. Для 
правильного распределения усилий исследователя, рес)фсов ком­
пьютеров необходимо знать основные особенности и области 
применения различных вычислительных методов, использую­
щихся при моделировании и являющихся инструментом модели-
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рования. Этим аспектам математического моделирования и по­
священа настоящая книга. 

Вычислительные методы применяются как на стадии по­
строения модели, так и на стадии решения модели на ПК. 

Построение модели включает в себя, в частности, такие эле­
менты, как структурный синтез и идентификация параметров 
модели. Структурный синтез предполагает построение структуры 
модели или исходя из содержательного анализа объекта с учетом 
входящих в него элементов, их связи между собой (в этом случае 
синтез выполняется, как правило, в аналитической форме) или 
формально (просто задаются структурой исходя из априорных 
сведений), или еще более формально, например выбирают в каче­
стве формы полином. Во втором случае обязательно за синтезом 
следует стадия идентификации — определение параметров моде­
ли исходя из обеспечения наилучщей ее точности с использова­
нием некоторых экспериментальных данных (эксперименталь­
ный метод построения модели). В первом случае параметры 
модели могут полностью браться из существующих нормативов, 
соответствующих фундаментальных законов, таблиц и т.п. (ана­
литический метод построения модели) или частично определять­
ся из обеспечения наилучшей близости модели и имеющихся 
исходных данных (экспериментально-аналитический метод по­
строения модели). В последнем случае этап идентификации обя­
зательно присутствует при создании модели. 

Процессы идентификации моделей базируются на различных 
вычислительных методах интерполяции и аппроксимации, кото­
рые в свою очередь при реализации могут использовать числен­
ные методы решения систем линейных и нелинейных конечных и 
дифференциальных уравнений, вычисления интегралов, поиска 
минимума функций и функционалов и др. Таким образом, уже на 
стадии построения моделей могут широко применяться в качест­
ве инструментария вычислительные методы. 

В процессе анализа свойств моделей на компьютере (модели­
рование в узком смысле слова) на первый план выходят вычис­
лительные методы. Именно от них в первую очередь зависит не 
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только собственно результат и время его получения, но и сама 
возможность его достижения. Это обусловлено тем, что многие 
вычислительные методы имеют итерационный характер и требу­
ют выполнения специальных условий сходимости, при несоблю­
дении которых результат вообще не будет получен. В процессе 
решения моделей находят применение вычислительные методы 
решения отдельных нелинейных уравнений и их систем, систем 
линейных уравнений, дифференциальных уравнений и их систем, 
вычисления интегралов, интерполяции и аппроксимации, методы 
поиска экстремума функций и функционалов и др. Многие из рас­
смотренных классов методов используют при своей реализации в 
качестве вспомогательных методы других классов. Все это делает 
необходимым знание основ вычислительных методов, их особен­
ностей и областей применения. Именно рассмотрению этих про­
блем и посвящена книга. 



ОБРАБОТКА 
ТАБЛИЧНЫХ ДАННЫХ 

в этом разделе рассматриваются только основные направле­
ния обработки данных: интерполящи и аппроксимащш, являю­
щиеся базой для решения всех других задач обработки табличных 
данных, а также методы численного интегрирования. Другие на­
правления, такие, как сглаживание, получение наилучших моде­
лей и т.п., основанные на идеях интерполяции и аппроксимации, 
здесь не рассматриваются. 

ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 

Основная задача интерполяции — нахождение значения таб­
лично заданной функции в тех точках внутри данного интервала, 
где она не задана. Экстраполяция — несколько более "широкое" 
понятие, оно сводится к восстановлению функции в точках за 
пределами заданного интервала. В обоих случаях исходные таб­
личные данные могут быть получены как экспериментально (в 
этом случае принципиально отсутствуют промежуточные данные 
без дополнительных работ), так и расчетным путем по сложным 
зависимостям (в этом случае найти с помощью интерполяции зна­
чение сложной функции бывает проще, чем непосредственным 
вычислением по сложной формуле). 

КОНЦЕПЦИЯ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

Решение задач интерполяции и экстраполяции обеспечивает­
ся построением интерполяционной функции Цх), приближенно 
заменяющей исходную f{x), заданную таблично, и проходящей 
через все заданные точки—узлы интерполяции. С помощью этой 
ф}шкции можно рассчитать искомое значение исходной функции 
в любой точке. 
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в связи с интерполяцией рассматриваются три основные про 
блемы. 

1) выбор интерполяционной функции Цх); 
2) оценка погрешности интерполяции R[xy, 
3) размещение узлов интерполяции для обеспечения наивыс 

шей возможной точности восстановления функции (х,, ̂ г».... х„). 
Специальные методы интерполяции позволяют определит 

искомое значение функции без непосредственного прямого по 
строения интерполяционной функции. В принципе все интерпо 
ляционные методы, базирующиеся на использовании в качеств 
интерполяционной функции полиномов, дают одни и те же ре 
зультаты, но с разными затратами. Это объясняется тем, что поли 
ном /1-й степени, содержащий п +1 параметр и проходящий чере 
все заданные п +1 точки, — единственный. Кроме того, полинок 
можно представить как усеченный ряд Тейлора, в который разло 
жили исходную дифференцируемую функцию. Это, пожалуй, од 
но из главных достоинств полинома как интерполяционной функ 
ции. Поэтому чаще первая проблема интерполяции решаете 
выбором в качестве интерполяционной функции именно полино 
ма, хотя могут применяться и другие функции (например, триго 
нометрические полиномы, другие функции, выбранные из нефор 
мальных условий содержательной задачи). 

Выбор вида интерполяци 
онной функции является в об 
щем случае важной задачей 
особенно если помнить, чт 
через заданные точки можн 
провести любое количеств 
функций (рис. 2). Следуе 
отметить, что существует 
очевидный способ построе 
ния интерполяционной функ 
ции: из условия прохождения 
функции через все точки сос 

тавляется система уравнений, из решения которой и находятся е 
параметры. Однако этот путь далеко не самый эффективный 
особенно при большом числе точек. 
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ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 

МЕТОД ЛАГРАНЖА 

Пусть известны значения некоторой функции f(x) в п+1 
различных произвольных точках _Vf =/(х,),/ = 0,..., л. Для интер­
полирования (восстановления) функции в какой-либо точке х, 
принадлежащей отрезку [JCO,X„], необходимо построить интерпо­
ляционный полином п-го порядка, который в методе Лагранжа 
представляется следующим образом: 

Ц,(х) = УШХ) +-+ yjQjix) +... + y„Q„ix), 
где Q.(x)- (х-Хо)...(х-Х/_,)(х-х,^...(х-х„) 

J (Xj - JCo)... (Xj -Xj_i)(Xj -Xj^i) ... iXj -X„) ' 

Причем нетрудно заметить, что QjiXj) =0, если / ?* j , и Qj(xi) = I 
если i=j. Если раскрыть произведение всех скобок в числителе 
(в знаменателе все скобки — числа), то получим полином п-го 
порядка от X, так как в числителе содержится п сомножителей 
первого порядка. Следовательно, интерполяционный полином 
Лагранжа не что иное, как обычный полином п-го порядка, не­
смотря на специфическую форму записи. 

Оценить погрешность интерполяции в точке х из [xo,̂ :„] (т.е. 
решить вторую проблему интерполяции) можно по формуле 

Rix) = \nx)-L„(x)\ < .-^П(^ -^.) • 
(я+1)-Ч=о 

в формуле Л/„+, =таах\/^"'^\х)\ — максимальное значение 
(п+1)-й производной исходной функции f(x) на отрезке [A:O,JC„]-
Следовательно, для того чтобы оценить погрешность интерполя­
ции, необходима некоторая дополнительная информация об ис­
ходной функции (это должно быть понятно, так как через задан­
ные исходные точки может проходить бесчисленное количество 
различных функций, для которых и погрешность будет разной). 
Такой информацией является производная п+1 порядка, которую 
не так просто найти. Ниже будет показано, как выйти из такого 
положения. Отметим также, что применение формулы погрешно­
сти возможно, только если функция дифференцируема п +1 раз. 
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Пример 1. 
Дана таблично заданная функция 

X 

у 
0 

-1 
1 

-3 
2 
3 

6 
1187 

Требуется някту при х=4. В данном случае /i=3. Запишем 
функцию Лагранжа подробно: 

Ых)=у (х-х,){х-х,){х-х^) {х-х^){х-х^){х-х^) ^ 
^ "(J^o-^1X^0-^2X^0-^3) (^1-^0X^1-^2X^1-^3) 

{х~х^){х-х,){х-х^) . (лс-ХпХд:-Х1)(д:-Д^?) 
^ (^2 -^о) (*2 - * l ) ( * 2 - ^ 3 ) ^ (^3 -^о)(^3 -Хх){х-^ - JCj) 

,(4-1X4-2X4-6) Л4-0X4-2X4-6) 
(0-1)(0-2)(0-6) (1-0)(1-2)(1-6) 

з(4-0)(4-1)(4-6) ^^g^(4-Q)(4-l)(4-2)_^3S (2-0)(2-1)(2-6) (6-0)(6-1)(6-2) 

В данном примере отсутствует информация о значении чет­
вертой производной исходной функции, поэтому оценить по­
грешность не представляется возможным. 

Пример 2. 
Дана функция (для иллюстрации метода будем считать ее 

сложной) >> . Найти погрешность интерполяции функции при 
X = 115. "По памяти" запишем: 

X 

у 
100 
10 

121 
И 

144 
12 

Имеем всего три узла интерполяции, п = 2. Оценим макси­
мальное значение третьей производной для оценки погрешности 

У =^ -1/2 -3/2 /4; у" =Ъх-^'^ I %. /2; у" = -х 
Мз=шах|:иП=3(100)-*'^/8 
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Погрешность при интерполяции по трем узлам будет: 

R < 3(100)-*'̂ /8|(115-100)015-121)(115-144)1/(1 -2• 3)«1,6• lO'l 

Ошибка получилась достаточно малой, а само значение XI15) 
читатель может попробовать найти самостоятельно и проверить 
его по таблицам или на калькуляторе. 

МЕТОД НЬЮТОНА 

Пусть известны значения некоторой функции f(x) в п+1 про­
извольных, попарно не совпадаюшлх точках у^ - f{Xj), i = 0, ...,п. 
В общем случае интерполяция по формулам Ньютона может про­
изводиться для произвольно расположенных узлов интерполя­
ции, но чаще применяется для равномерно расположенных. По­
этому далее рассматривается только случай с равномерным 
расположением узлов. Тогдад:,.̂ , =Х( +А, где Н=(х^-х„)/ п. 

Метод использует понятие конечных разностей. Конечная 
разность ^-го цорядка в /-й точке вычисляется следующим обра­
зом: 

т.е. через конечные разности более низкого порядка. Можно заме­
тить, что при наличии п+1 точки (О, 1,2,..., п) конечную разность 
первого порядка можно вычислить только для первых п точек, ко­
нечную разность «-го порядка — только для нулевой точки, ко­
нечную разность к-го порядка—только для первыхп-к+1 точек. 

Интерполяционный многочлен Ньютона записьшается сле­
дующим образом: 

Г(х) у.. I ̂ >''^^-^") I ^^У(1х-хп)(х-х,) г„(Х)-уо+ ^ + ^^^2 

I А^У(1Х-Х(,){Х-Х,)(Х-Х2) , , ^У(1х-Хп)(х-Х,)...(х-Х1_,) ^ 

3!А^ ••• / ! / | ' 

^A"y,ix-xn)(x-x,y..(x-x„_,) 
n\h" 
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Нетрудно заметить, что, как и в предыдущем рассмотренное 
методе, это вьфажение есть не что иное, как обычный пoлинo^ 
и-го порядка отх, только записанный в другой форме. Это можн 
доказать, раскрьш все скобки и приведя подобные члены. Конеч 
ные разности в выражении — это числовые коэффициенты, вы 
численные по заданным точкам. 

Часто вводят безразмерную переменную q, показывающую 
сколько содержится шагов от XQ до заданной точки x:q = —г— .̂ 

В этом случае выражение для интерполяционного полином 
запишется так: 

P.ix)=y,^^y,q^^^^sЯ^.^^Sй(^^ 

A'yoqiq-\)...iq-i + l) . A"y,q{q-\)...{д-п+\) 
i! п\ 

Обе приведенные формулы носят название первой интерполя 
ционной формулы Ньютона (только записанные в разных пере 
менных — д: и 9) и рекомендуются для применения при интерпо 
ляции вперед (в сторону увеличения х) или при экстраполяции 
назад (левее JCQ). 

Существует вторая формула, которая рекомендуется для при 
менения при интерполяции назад (т.е. в конце интервала, но леве 
д:̂ ) или при экстраполяции вперед, правее х„. Она записываетс 
следующим образом: 

A'j^.-g(g+l)-(g + >-l) , A"y^(q+\)...(q + n-l) 
п л! 

Погрешность интерполяции можно оценить так же, как и в 
предыдущем методе. Хотя при использовании относительной пе 
ременной q можно указать и другую формулу (которая, есте 
ственно, полностью по результату совпадает с предыдущей фор 
мулой погрешности): 

R{x) = \fix)-L„ix)\<^^^^q{q-\Xq-2)...iq-n). 
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Использование конечных разностей, которые для дискретных 
функций являются своеобразными аналогами производных не-
прерьганых функций, помогает находить погрешность интерпо­
ляции. Учтем соотношения: 

/'W«^; r W » ^ ; r W « ^ ; ...; f^\x).^, 
Л h^ h^ h' 

тогда для получения приближенного значения М„^у достаточно 
иметь несколько (или одну) дополнительных точек x„+i, х„^2' • • •> 
с использованием которых легко найти максимальное значение 
конечной разности (или даже одно значение ^"'*'^^y(xQ), если 
есть только одна дополнительная точка) (я+1)-го порядка 
тах{А^''*'^Х^)}. 

Rix)=\fix)-L„ix)\ < S ^ ^ £ ^ t o l i ^ ( ^ _ l X 9 _ 2 ) . . . ( ^ _ „ ) . 

Таким же путем можно постзшить и в методе Лагранжа, но 
при условии, если он реализуется при равномерном шаге. 

Пример. 
Даны следующие точки: 

X 

у 
2,0 

0,0540 
2,1 

0,0440 
2,2 

0,0355 
2,3 

0,0283 
2,4 

0,0224 
2,5 

0,175 
2,6 

0,0136 

Необходимо найти д'(2,05). Используем для интерполяции 
только три первые точки, а остальные используем для оценки по­
грешности. 

Следовательно, и = 2, относительное значение аргумента q = 
=(X-XQ)/ h (Л = 0,1, что видно из исходных данных) будет равно 
^=0,5. Воспользуемся первой интерполяционной формулой 
Ньютона для безразмерной переменной q, для чего предваритель­
но составим таблицу конечных разностей (табл. 1). 
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Таблица 1 

X 
2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 
2.5 
2.6 

У 
0.0540 
440 
355 
283 
224 
175 
136 

А;; 
-0.0100 

85 
72 
59 
49 
49 

AV 
0.0015 

13 
13 
10 
0 

AV 
-0.0002 

0 
3 
10 

Для большей наглядности в таблице опущены нули и знаки, 
которые показаны лишь в первой строчке каждого столбика. 

><2,05) =0,0540+0,5(-0,01)+0,5(0,5-1) 0,0015/3! =0,0488125. 

Оценим погрешность найденного значения j^. Из таблицы на­
ходим, что Afj =0,00Щ тогда 

МЕТОД ЧЕБЫШЕВА 

Этот метод в основном является иллюстрацией решений 
третьей проблемы интерполяции: выбор узлов интерполяции (ес­
ли, конечно, это возможно при решении конкретной задачи) для 
получения при заданном числе узлов минимально возможной по­
грешности. Применение метода Чебышева позволяет обосновать 
размещение узлов интерполяции в заданных пределах на число­
вой оси. Предварительно переменная х преобразуется в перемен­
ную Z, изменяющуюся от -1 до 1 при изменении х от х^ до х„. 

z=—" «- + • 2х 

В свою очередь переменная z на интервале [-1, 1] формирует 
узлы следующим образом: 

='=-4f) 
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Из этого соотношения видно, что узлы интерполяции распо­
лагаются неравномерно, сгущаясь к концам отрезка [х^, х^]. В вы­
числительном плане для интерполяции можно пользоваться ин­
терполяционной формулой Лафанжа. 

Пример применения метода не приводим, так как этот метод 
не дает ничего нового с точки зрения вычислений. 

МЕТОД СПЛАЙНОВ 

В ряде случаев возникает задача восстановления не только 
значений функции, но также ее первой и второй производной. 
Это, конечно, можно сделать путем дифференцирования интер­
поляционного полинома, если его получить. Но оказывается, что 
точность восстановления производных в этих случаях неудовле­
творительно низкая. Для решения указанного класса задач успеш­
но применяется сплайновая интерполяция. 

Наибольшее распространение получила интерполяция с по­
мощью кубических сплайнов. Сплайн — это функция, которая на 
каждом межузловом интервале совпадает с некоторым полино­
мом, своим для каждого интервала. Полиномы соседних интерва­
лов стыкуются так, чтобы функция была непрерывной. Дополни­
тельно требуют непрерывности нескольких производных (в 
кубических сплайнах — двух). Кубический сплайн склеивается из 
полиномов третьей степени, которые для /-го участка записыва­
ются так: 

у = а,{х -x,f + Ь,{х -X,)- + с,(х -x,) + d,. 

Для всего интервала будет соответственно я кубических по­
линомов, отличающихся коэффициентами а,, Ь,, с„ с̂ ,. Чаще всего 
узлы при сплайновой интерполяции располагают равномерно, 
т.е. X|^.^ -х, = const = Л (хотя' это и необязательно). 

Необходимо найти четыре коэффициента при условии прохо­
ждения каждого полинома через две точки (х,, у,) и ix,^^, у,^.]\ 
следствием чего являются следующие очевидные уравнения: 

У, =d,, i = Q, 1, 2, ..., п-\, 
y^^f =a,h^ + b,h^ + c,h + ci,, / = 0, 1, 2, ..., н - 1 . 
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Первое условие соответствует прохождению полинома через 
начальную точку, второе — через конечную точку. Найти все 
коэффициенты из этих уравнений нельзя, так как условий мень­
ше, чем искомых параметров. Поэтому указанные условия допол­
няют условиями гладкости функции (т.е. непрерывности первой 
производной) и гладкости первой производной (т.е. непрерывно­
сти второй производной) в узлах интерполяции. Математически 
эти условия записываются как равенства соответственно первой и 
второй производных в конце /-го и в начале (/+1)-го участков. 

Так как у' =3а,(х -д:,)^ +Щх -х,) + с, и у' =6a,(x -х,) +26,-, 
то 

3a,h^ +2Z?,A +с,- =£,.+,, /=0, 1, 2, ..., п-2 

iy'(Xi+\) в конце /-Г0 участка равна j'(x,^.,) в начале (/+1)-го), 

6а,.Л +2bi =2i,.+,. /=0, 1, 2, ..., « - 2 

(^''(^j+i) в конце /-Г0 участка равна y\xi^i) в начале (/+1)-го). 
Получилась система линейных уравнений (для всех участ­

ков), содержашая 4л -2 уравнения с 4п неизвестными (неизвест­
ные а^,а2, •••,а„,Ь], •••,d„ — коэффициенты сплайнов). Для реше­
ния системы добавляют два граничных условия одного из 
следующих видов (чаще применяют 1): 

1) /Ы=/(^«)=а 3) /(хо)=/(дс„)=о. 
2) yXx,)=g^, y'(x„)=g„, 4) УХХО)=УХХЛ У\ХО) = У'ХХ„). 

Совместное решение 4и уравнений позволяет найти все Лп ко­
эффициента. 

Для восстановления производных можно продифференциро­
вать на каждом участке соответствующий кубический полином. 
В случае необходимости определения производных в узлах суще­
ствуют специальные приемы, сводящие определение производ­
ных к решению более простой системы уравнений относительно 
искомых производных второго или первого порядка. К важным 
достоинствам интерполяции кубическими сплайнами относится 
получение функции, имеющей минимальную возможную кривиз-
38 



ну. к недостаткам сплайновой интерполяции относится необхо­
димость получения сравнительно большого числа параметров. 

Вычислительный пример рассматривать не будем, что связа­
но с большим объемом вычислений, которые нецелесообразно 
проводить вручную. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

Метод Лагранжа 
1. Полиномом какой степени является интерполяционный по­

лином Лагранжа при и+1 узлах? 
2. Может ли метод Лагранжа применяться для экстраполяции? 
3. Что влияет на точность интерполяции в методе Лагранжа? 
4. Можно ли добавлять новые узлы интерполяции при исполь­

зовании метода Лагранжа? 
5. Можно ли располагать узлы интерполяции произвольно при 

использовании метода? 
6. К какому классу функций относится функция, задаваемая ин­

терполяционной формулой Лагранжа? 
7. Как повлияет дополнительная и+1 точка исходных данных 

внутри отрезка [JCQ, Д:„] на точность интерполяции? 
8. Как определить погрешность интерполяции в узле? 
9. Как влияет количество узлов интерполяции на точность ин­

терполяции? 
10. Каким путем в общем случае можно повысить точность ин­

терполяции? 

Метод Ньютона 
1. Может ли метод Ньютона применяться для экстраполяции? 
2. Можно ли располагать неравномерно узлы интерполяции 

при использовании основного метода Ньютона? 
3. Каким путем можно повысить точность интерполяции при 

использовании метода Ньютона? 
4. Конечную разность какого наивысшего порядка можно полу­

чить по п исходным точкам? 
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5. Как выражается конечная разность к-го порядка? 
6. Можно ли конечную разность выразить только через исход 

ные значения функции? 
7. В чем заключается разница между первой и второй интерпо 

ляционными формулами Ньютона? 
8. Какой прием можно использовать для оценки погрешност 

интерполяции таблично заданной функции? 
9. Какой степени можно получить интерполяционный полином 

при трех заданных точках методом Ньютона? 
10. Сколько существует интерполяционных похганомов степе 

ни и? 

Сплайновая интерполяция 
1. Каковы основные возможности сплайновой интерполяции? 
2. Что называется кубическим сплайном? 
3. Через сколько исходных точек проходит один кубический 

полином в кубическом сплайне? 
4. Сколько коэффициентов, подлежащих определению, содер 

жит кубический сплайн? 
5. Какие условия используются для нахождения коэффициен 

тов сплайнов? 
6. Какую функцию называют гладкой? 
7. Могут ли узлы сплайнов располагаться неравномерно? 
8. Что относится к недостаткам сплайновой интерполяции? 
9. Можно ли найти с помощью сплайновой интерполяции про 

изводные таблично заданной исходной функции в узлах? 
10. Зачем нужны дополнительные граничные условия? 

АППРОКСИМАЦИЯ 

Основная задача аппроксимации — построение приближен 
ной (аппроксимирующей) функции, в целом наиболее близко 
проходящей около данных точек или около данной непрерывной 
функции. Такая задача возникает при наличии погрешности в ис 
ходных данных (в этом случае нецелесообразно проводить функ 
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цию точно через все точки, как в интерполяции) или при желании 
получить упрощенное математическое описание сложной или не­
известной зависимости. 

КОНЦЕПЦИЯ АППРОКСИМАЦИИ 

Близость исходной и аппроксимирующей функций определя­
ется числовой мерой — критерием аппроксимации (близости). 
Наибольшее распространение получил квадратичный критерий, 
равный сумме квадратов отклонений расчетных значений от "экс­
периментальных" (т.е. заданных), — критерий близости в задан­
ных точках: 

1=1 

Здесь у̂  — заданные табличные значения функции; j j"^" ' — 
расчетные значения по аппроксимирующей функции; р,. — весо­
вые коэффициенты, учитывающие относительную важность /-й 
точки (увеличение р,- приводит при стремлении уменьшить R к 
уменьшению прежде всего отклонения в /-й точке, так как это от­
клонение искусственно увеличено за счет относительно большо­
го значения весового коэффициента). 

Квадратичный критерий обладает рядом "хороших" свойств, 
таких, как дифференцируемость, обеспечение единственного ре­
шения задачи аппроксимации при полиномиальных аппроксими­
рующих функциях. 

Другим распространенным критерием близости является сле-
дуюпдай: 

I 

Этот критерий менее распространен в связи с аналитическими 
и вычислительными трудностями, связанными с отсутствием 
гладкости функции и ее дифференцируемости. 

В обоих рассмотренных случаях в качестве значения функции 
y/j можно брать не только абсолютные, но и относительные значе­
ния, например, У{/у„ и др. 
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Выделяют две основные задачи: 
1) получение аппроксимирующей ф)шкции, описывающей 

имеющиеся данные, с погрешностью не хуже заданной; 
2) получение аппроксимирующей функции заданной структу­

ры с наилучшей возможной погрешностью. 
Чаще всего первая задача сводится ко второй перебором раз­

личных аппроксимирующих функций и последующим выбором 
наилучшей. 

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 

МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Метод базируется на применении в качестве критерия бли­
зости суммы квадратов отклонений заданных и расчетных значе­
ний. При заданной структуре аппроксимирующей функции 
у^''"(х) необходимо таким образом подобрать параметры этой 
функции, чтобы получить наименьшее значение критерия близо­
сти, т.е. наилучшую аппроксимацию. Рассмотрим путь нахожде­
ния этих параметров на примере полиномиальной функции одной 
переменной: 

р«счет , , I i _ i ^ ч ,• 

У, (x) = ap:*+at_,x*'+... +ао = Х « / • 
7=0 

Запишем выражение критерия аппроксимации прир,. = 1 (/ = 1, 
2,..., л) для полиномиального j^'"'"(x): 

п у к \ 7 

1=1 /=0 

Искомые переменные а. можно найти из необходимого усло­
вия минимума R по этим переменным, т.е. dR I da. =0 (для /7 = 0, 
1,2,...,^). Продифференцируем noopip — текущий индекс): 

dRIdOp =2Z(>;, -Iajxi){-xf) =0, p = О, 1,2, .... A, / = 1,2,..., n. 

Значения индексов суммирования для простоты опущены. 
42 



После очевидных преобразований (сокращение на два, рас­
крытие скобок, изменение порядка суммирования) получим 

I I j i J I 

p = 0,\,2,...,k. 

Перепишем последние равенства 

Z^jZ^l^f = I,y.^f' P-0,l,2,...,k, i=l,2,...,«. 
J '• '• 

Получилась система n+l уравнений с таким же количеством 
неизвестных а.-, причем линейная относительно этих перемен­
ных. Эта система называется системой нормальных уравнений. 
Из ее решения находятся параметры а. аппроксимирующей 
функции, обеспечивающие mini?, т.е. наилучшее возможное 
квадратичное приближение. Зная коэффициенты, можно (если 
нужно) вычислить и величину R (например, для сравнения раз­
личных аппроксимирующих функций). Следует помнить, что при 
изменении даже одного значения исходных данных (или пары 
значений х,-, >>,, или одного из них) все коэффициенты изменят в 
общем случае свои значения, так как они полностью определяют­
ся исходными данными. Поэтому при повторении аппроксима­
ции с несколько изменившимися данными (например, вследствие 
погрешностей измерения, помех, влияния неучтенных факторов и 
т.п.) получится другая аппроксимирующая функция, отличаю­
щаяся коэффициентами. Обратим внимание на то, что коэффици­
енты а. полинома находятся из решения системы уравнений, т.е. 
они связаны между собой. Это приводит к тому, что если какой-то 
коэффициент вследствие его малости захочется отбросить, при­
дется пересчитывать заново оставшиеся. Можно рассчитать коли­
чественные оценки тесноты связи коэффициентов. Существует 
специальная теория планирования экспериментов, которая позво­
ляет обосновать и рассчитать значения х,-, используемые для ап­
проксимации, чтобы получить заданные свойства коэффициентов 
(несвязанность, минимальная дисперсия коэффициентов и т.д.) 
или аппроксимирующей функции (равная точность описания ре­
альной зависимости в различных направлениях, минимальная 
дисперсия предсказания значения функции и т.д.). 
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в случае постановки другой задачи — найти аппроксимирую­
щую функщио, обеспечивающую погрешность не хуже задан­
ной, — необходимо подбирать и стр)тстуру этой функции. Эта 
задача значительно сложнее предыдущей (найти параметры 
аппроксимирующей функции заданной структуры, обеспечиваю­
щей наилучшую возможную погрешность) и решается в основ­
ном путем перебора различных функций и сравнения получаю­
щихся мер близости. Для примера на рис. 3 приведены для 
визуального сравнения исходная и аппроксимирующие функции 
с различной степенью полинома, т.е. функции с различной струк­
турой. Не следует забывать, что с повышением точности аппрок­
симации растет и сложность функции (при полиномиальных ап­
проксимирующих функциях), что делает ее менее удобной при 
использовании. 

Пример. 
Необходимо найти аппроксимирующую функцию в виде ли­

нейного полинома у=а^-¥ахХ по имеюохимся эксперименталь­
ным данным 

X 

у 
-26 
66,7 

-22 
71,0 

-16 
76,3 

-11 
80,6 

-5 
85,7 

3 
92,9 

10 
99,4 

25 
113,6 

42 
125,1 

Система нормальных уравнений будет выглядеть следующим 
образом: 

л л 

1=1 1=1 

л я л 

1=1 1=1 1=1 

Используя имеющиеся данные, получим 

«=9, Х^,=0, 2]^.-=4060, ^>', =811,3, 2>;,.;с,. =3534,8. 

Решим полученную систему линейных уравнений относи­
тельно «о и о,, получим OQ =90,1, щ =0,87. 
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fix) 
Исходная функция f{x) 

Аппроксимирующая 
функция Fc^x), А/=2 

Исходная функция / (г ) 

Исходная функция f{x) 

Аппроксимирующая 
функция FcAjc), М=5 

Рис. 3. Влияние степени аппроксимирующего 
полинома Мна точность аппроксимации: 

а — М=2, б—А/ = 3,в—А/=5. 
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Аппроксимирующая функция имеет вид 
J=90,1+0,87JC. 

Приведем расчетные значения функвдш: 

X 

у 
-26 

64,97 
-22 

70,96 
-16 

76,18 
-И 

80,53 
-5 

85,75 
3 

92,71 
10 

98,8 
25 

111,85 
42 

126,64 

METOf\ РАВНОМЕРНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 

Равномерным приближением называется аппроксимация, в 
которой в качестве критерия близости используется модуль мак­
симального отклонения расчетных и заданных значений. При 
этом решается задача минимизации этого критерия, т.е. 

, расчет. 

R = max \У1-У1 I -» mm. 
Принято считать, что наилучшее равномерное приближение 

обеспечивает несколько лучшую аппроксимацию, чем средне­
квадратичное. Однако теоретические оценки показывают незна­
чительность такого преимущества; оно более значительно для 
функций с непрерывными старшими производными, не слишком 
большими по абсолютной величине, при небольших объемах ис­
ходных данных. Однако существенный недостаток — отсутствие 
эффективных вычислительных алгоритмов (кроме прямого по­
иска imnR методами нелинейного программирования, причем 
необходимо применять методы, пригодные для недифференци-
руемых функций) — делает малоприменимым данный способ 
аппроксимации. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

Метод наименьших квадратов 
Можно ли при аппроксимации полиномом таблично задан­
ной функции обеспечить прохождение аппроксимирующей 
функции точно через все точки? 
Назначение весовых коэффициентов в критерии близости ис­
ходной и аппроксимирующей функций. 
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3. Можно ли повысить точность, одновременно увеличив в не­
сколько раз все весовые коэффициенты? 

4. Всегда ли увеличение суммы квадратов отклонений соответ­
ствует худшей близости исходной и аппроксимирующей 
функций? 

5. Можно ли с помощью МНК найти параметры неполиноми­
альной аппроксимирующей функции? 

6. В чем отличие применения метода при использовании в каче­
стве аппроксимирующей функции полинома и показательной 
функции? 

7. В каком случае система нормальных уравнений получается 
линейной относительно искомых коэффициентов? 

8. В каком случае не удастся получить искомые коэффициенты 
непосредственно из решения системы нормальных уравне­
ний? 

9. Можно ли обеспечить требование, чтобы аппроксимирую­
щая функция практически точно проходила через отдельные 
выбранные точки? 

10. В чем основное достоинство квадратичного критерия близо­
сти исходной и аппроксимирующей функций? 

Метод равномерного приблиокения 
1. Что можно отнести к достоинствам критерия близости в ме­

тоде равномерного приближения? 
2. Является ли единственным аппроксимируюпщй полином, на­

пример, 3-й степени, получаемый методом равномерного 
приближения? 

3. Каким образом можно определить наилучшую степень ап­
проксимирующего полинома? 

4. Почему нельзя минимум критерия близости найти путем ис­
пользования необходимых условий оптимальности, извест­
ных из математического анализа? 

5. Какой вид экстремума критерия близости ищется при опреде­
лении параметров: min или max? 

6. Почему метод равномерного приближения не получил широ­
кого распространения? 
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7. В какой точке минимизируется в методе равномерного при­
ближения разность между расчетным и заданным значением 
функции? 

8. Можно ли при аппроксимации произвольно задавать степень 
аппроксимирующего полинома? 

9. Как можно обеспечить немного отличающуюся относитель­
ную погрещность аппроксимации на разных участках, если 
функция имеет очень большой размах? 

10. Может ли степень аппроксимирующего полинома быть выше 
числа узлов аппроксимации? 

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Вычисление интегралов встречается при моделировании дос­
таточно часто. Численные методы обычно применяются при взя­
тии неберущихся интегралов от достаточно сложных функций, 
которые предварительно табулируются, или при интегрировании 
таблично заданных функхщй, что в экономических приложениях 
встречается значительно чаще. 

КОНЦЕПЦИЯ ЧИСЛЕННОГО 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Все численные методы строятся на том, что подынтегральная 
функция приближенно заменяется более простой (горизонталь­
ной или наклонной прямой, параболой 2-го, 3-го или более высо­
кого порядка), от которой интеграл легко берется. В результате 
получаются формулы интегрирования, называемые квадратур­
ными, в виде взвешенной суммы ординат подынтегральной функ­
ции в отдельных точках: 

]f{x)dx»Y.^J{x,). 

Чем меньше интервалы, на которых производят замену, тем 
точнее вычисляется интеграл. Поэтому исходный отрезок [а, Ь] 
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для повышения точности делят на несколько равных или нерав­
ных интервалов, на каждом из которых применяют формулу ин­
тегрирования, а затем складывают результаты. 

Все методы различаются значениями ординат л:,- и весов ц . 
В большинстве случаев погрешность численного интегриро­

вания определяется путем двойного интегрирования: с исходным 
шагом (шаг определяется путем равномерного деления отрезка 
Ь-ана число отрезков n:h={b-a)/ п)ис шагом, увеличенным в 
2 раза. Разница вычисленных значений интегралов определяет 
погрешность. 

Сравнение эффективности различных методов проводится по 
степени полинома, который данным методом интегрируется точ­
но, без ошибки. Чем вьппе степень такого полинома, тем выше 
точность метода, тем он эффективнее. 

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 

ПРОСТЕЙШИЕ МЕТОДЫ 

К простейшим методам можно отнести методы прямоуголь­
ников (левых и правых) и трапеций. В первом случае подынте­
гральная функция заменяется горизонтальной прямой (у = Сд) 
со значением ординаты, т.е. значения функхщи соответственно 
слева или справа участка, во втором случае — наклонной прямой 
(у = CjX + CQ). Формулы интегрирования при разбиении отрезка 
[а, Ь] на п частей с равномерным шагом h соответственно приоб­
ретают вид: 

• для одного участка интегрирования: 

ь ь 
I=jnx)dx«f(aXb-a)=fixb)h, I=\f{x)dx^f{b){b-d)=f{x{)K 

а а 

o\) = A=const; 

ь 
2{Ь-а) 
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ссу)=со, = y = const, 

гделго =a,Xi = b, h = b - а; 
• для n участков интегрирования: 

a 
b 

1=0 
n 

1=0 

л 
I=\f{x)dx «£/ (х , )Л =£co,/(^,), 

i=I 1=1 

CO, =Л = const; 

/ = | /(х)Л«£(/(х,)+/(х„,)) | = 
n-1 Jl , ^ ^ . . . ^ , . . ^... чЛ -^ 

•̂  1=1 1=0 

^)=<B«=f' C0,=C>2=...=C0„_, =A. 

Нетрудно заметить, что в методе прямоугольников интеграл 
вычислится абсолютно точно только при / (х ) = с (const), а в мето­
де трапеций — при f{x) линейной или кусочно-линейной. 

На рис. 4 для сравнения приведены примеры прямоугольни­
ков при различном числе участков. Наглядно видно, что площадь 
всех прямоугольников на правом рисунке меньше отличается от 
площади под кривой f{x), чем на левом. 

fix) 

Рис. 4. Иллюстрация метода левых прямоугольников: 
а — с 3 участками разбиения отрезка интегрирования [а, Ь]\ 
б — с 6 участками разбиения отрезка интегрирования [а, Ь] 
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Метод прямоугольников не на­
ходит практического применения в 
силу значительных погрешностей, 
что тоже видно из рис. 4. 

На рис. 5 приведен пример вы­
числения интеграла методом тра­
пеций. По сравнению с методом 
прямоугольников метод трапеций 
более точный, так как трапеция 
точнее заменяет соответствующую криволинейную трапецию, 
чем прямоугольник. 

Погрешность R вычисления интеграла методом трапеций при 
использовании двойного просчета на практике может быть опре­
делена из следующего соотношения: 

3 ' 

Рис. 5. Иллюстрация 
метода трапеций 

где /д и 7̂ /2 —соответственно значения интеграла при числе раз­
биений п и л/2. Существуют и аналитические выражения для 
определения погрешности, но они требуют знания второй произ­
водной подынтегральной функции, поэтому имеют только теоре­
тическое значение. С использованием двойного просчета можно 
организовать автоматический подбор шага интегрирования (т.е. 
числа разбиений л) для обеспечения заданной погрешности ин­
тегрирования (последовательно удваивая шаг и контролируя по­
грешность). 

Пример. 
1 , 

вычислить 7 = 1" ^ для всего интервала и с делением ин-

тервала на четыре участка. Аналитическое вычисление данного 
интеграла дает 7 = arctg (1) - arctg (0) = 0,7853981634. В нашем слу­
чае: 

1) Л =1,^0=0; л:, =1; 
2) А =0,25 (1/4), ^0=0, л;, =0,25, ^2=0,5, Xj =0,75, Х4=1. 

1+дс 
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Получим методом левых прямоугольников: 

1)/«(6-а)/(0) = 1 - ^ = 1,0; 

2 ) / « 7 ^ 0 , 2 5 + L-Y-025 + ̂ - ^ 0 , 2 5 + 
1+0 1+0,25^ 1+0,5^ 

+ ^0,25=0,84529412. 

1+0.75^ 

Получим методом правых прямоугольников: 

1 ) /« (6-о) / (1)=1-^=0.5 ; 
2 ) / « L ^ . 0,25+ — Ц - 0 , 2 5 + L_^-0.25 + 

1+0,25^ 1+0,5^ 1+0,75^ 

+ -Ц-0 ,25 =0,72029412 
1 + 1̂  

Получим методом трапеций: 

Л •^т^+^-т•o ,25+^, 
1+0 2 1+0.25^ 1+0,5^ 

2 ) / « Г Т 7 Т - ^ + Г ^ ^ 0 . 2 5 + —Ь;Г0.25 + 

+ i-^-0,25 + ^-^^^=0,78279412. 
1+0,75^ 1 + 1̂  2 

МЕТОД СИМПСОНА 

Этот метод базируется на замене подынтегральной функции 
квадратичной параболой, которая строится уже не по двум (как 
прямая в методе трапеций), а по трем точкам на каждом участке. 
По этим трем точкам (крайние точки участка и средняя точка) 
строится интерполяционная функция — полином второго поряд­
ка, который аналитически интегрируется. Получается следующая 
расчетная формула: 
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• для одного участка интегрирования: 
ь 

тл&х^ = а,Х\ =—tS;X2 = b;h=-—; 

• для и участков интегрирования: 

п '=1 

42/(..).№я)=|;„,л,д 
1=1 j=0 

,, _,, Л г. -г. - -,л 2Л ,̂  _,, ,, 4Л 

в этой формуле все ординаты с нечетными номерами имеют 
коэффициент 4Л/3, а с четными — 2Л/3 (кроме нулевого и послед­
него). При работе с этим методом обязательно разбивают весь ин­
тервал на четное число участков. 

На рис. 6 приведен пример вы­
числения интеграла методом Симп-
сона. По сравнению с методами пря­
моугольников и трапеций он более 
точный, что наглядно видно из фа-
фика (подынтегральная функция 
почти совпадает с параболой). 

Метод Симпсона обеспечивает 
вычисление интеграла точно, без 
пофешности при полиноме третье­
го порядка. Следовательно, этот ме­
тод предпочтительнее предыдущих. Количественно оценить по-
фвшность при использовании двойного просчета можно по 
соотношению 

Рис. 6. Иллюстрация 
метода Симпсона 

15 
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т.е. при увеличении числа разбиений в два раза погрешность па­
дает в 15 раз. 

Теоретические формулы оценки погрешности содержат про­
изводную четвертого порядка от подынтегральной функции, по­
этому не имеют практического значения. 

Пример. 
Рассмотрим вычисление интеграла из предыдущего раздела. 

В случае одного участка будем иметь XQ = О, х, = 0,5, ̂ 2 = 1, А = 0,5. 

i)/«f ̂ 1 + 0 1 + 0,5^ \ + \^j 
=0,7833333; 

2W~_I_ ОДЗ , 1 4 0,25 1 2-0,25 
^ ~l + 0" 3 1+0,252" 3 1^052- 3 

+ _ _ 1 _ _ ^ . 1 : 0 Д 5 ^ ^ . 0 | 5 ^ 3^216. 
1+0,75^ 3 1 + 12 3 

МЕТОД НЬЮТОНА — КОТЕСА 

Данный метод является обобщением предыдущих, построен 
на аналогичных принципах и предполагает замену подынтеградь-
ной функции параболой ^-го порядка (а не второго, как в методе 
Симпсона). Расчетная формула для одного (!) участка выглядит 
следующим образом: 

1=\Пх)dx «(6 -а)^;/(д:,)Я, =f^(iy,f(xi), ш, =(6 -а)Я, . 
а 1=0 j=0 

где XQ=a, Xii=b, х,=а + i(b - a)/k, Hj — коэффициенты Нью­
тона — Котеса, а к — число использующихся ординат на участке 
(начиная с 0), которые применяются для аппроксимации подын­
тегральной функции. Естественно, что для замены f(x) парабо­
лой третьей степени потребуется уже четыре точки, а 
четвертой — пять точек. Коэффициенты Я,- не зависят от функ­
ции f(x) и определены заранее. Некоторые из них приведены 
ниже. 
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k = l; Яо=Я, =1/2 
к =2; Яо=Я2=1/6; Hi =2/3; 
к=3; Яо=Яз=1/8; Я, =Я2=3/8; 
к = 4; Но=Щ = 7/90; Я, = Я3 =16/45; Яз =2/15; 
А: =5; Яо =Я5 =19/288; Я, =Я4 =25/96; Яз =Яз =25/144. 

Все предыдущие формулы являются частным случаем форму­
лы Ньютона—Котеса. В частности, при ;t = 1 получаем метод тра­
пеций (для одного участка), при к =2— формулу Симпсона. Не 
следует брать к>Щ так как при больших значениях к алгоритм 
оказывается неустойчивым. 

При разбиении всего интервала [а, Ь] на я участков формулу 
нужно применять для каждого участка, а результаты сложить. 

Пример. 
Рассмотрим вычисление интеграла из предыдущего раздела. 

Выберем к = 4. 
1) ^ « ̂ / ( 0 ) + ^/(0.25) + ̂ /(0,5) + i|/(0,75) + 

+^/(1)=0,7855294; 

2) в этом случае разобьем интервал на четыре участка (п = 4) с 
h =0,25, применим для каждого интервала формулу с к =4, сло­
жим результаты и получим / «0,78539817. 

МЕТОДЫ ЧЕБЫШЕВА И ГАУССА 

Все предыдущие методы имели следующую особенность: 
значения х располагались равномерно, а весовые коэффициенты 
были разными (в общем случае, хотя некоторые из них были рав­
ны друг другу). В методе Чебышева приняты все весовые коэффи­
циенты одинаковыми, а х^ — разными. Предварительно при 
использовании приведенных ниже формул метода следует преоб­
разовать переменную интегрирования, приведя ее к диапазону 
[-1,1] следующим образом: 

^ _а+ЬуЬ-а _ 
2 2 
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Расчетные формулы получаются для различных значений к 
(число ординат, использующихся при расчетах на одном участке) 
исходя из обеспечения возможности интегрирования без ошибки 
полинома как можно более высокой степени. Оказывается, мож­
но интегрировать полином без ошибки приЛ̂  = 2,3,4,5,6,7,9. Для 
этого уже рассчитаны необходимые параметры. Часть из них при­
ведена ниже. 

к=2 
к = Ъ 
к = А. 
к=5 

-Z, =22=0,577350; 
-г, =23=0,707107,- 22=0; 
-2, = 24 = 0,794654; -Zj = 23 = 0,187592; 
-Z, =25=0,832498; -22 = 24=0,374541; 23=0. 

С учетом преобразования переменной формула интегрирова­
ния будет выглядеть так: 

/ =1/(X) dx =JЛЮ dz «^t / (^ / ) -
а - I '=1 

В методе Гаусса в отличие от метода Чебышева все z,- — раз­
ные и все весовые коэффициенты со,. Это позволило обеспечить 
интегрирование без ошибки уже полинома степени 2Jt - 1 , что и 
для любых друтик, не полиномиальных подынтегральных функ­
ций дает лучшие результаты (т.е. меньшую ошибку). Некоторые 
значения параметров формулы интегрирования приведены ниже. 

к =2, -2, =22=0,577350; со, =(05=1; 
^=3; -21=23=0,774597; ю, = со, =0,555555; 

22=0; С02 =0,888889; 
k = 4i -2] =24=0,861136; со, =0)4=0,347855; 

-22 = 23=0,339981; со2=сйз =0,652145. 
С учетом преобразования переменной формула интегрирова­

ния методом Гаусса будет выглядеть так: 

/ =\Дх) dx =\fi2)dz ^^f^^fiz,). 
a -1 '=1 

Следует отметить, что в этих методах вследствие неравномер­
ного шага интегрирования нельзя оценить погрешность интегри­
рования двойным просчетом. Для этой цели применяются другие 
достаточно сложные алгоритмы. 
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Пример. 
Рассмотрим задачу, аналогичную ранее рассмотренным в 

этом разделе. Для сокращения решим ее только для всего интерва­
ла сразу, не разбивая на участки. Примем )t = 4. Помним, чтоДг) = 
= 1/(1+х )̂ Hz(x:) = (0+1)/2 + jc(l-0)/2, соответственно будет лс = 
= x{z) = 22-1. Для метода Чебышева получим: 

д:, =х(-0,794654); ^2= л:(-0,187592); Xj = л; 0,187592; 

д:4=х 0,794654; 

/ « ̂ ( / ( ^ i ) +/(^2) +/(^3) + / W ) =0,78530324. 

Для метода Гаусса получим: 

Х] =д;(-0,861136); х^ =л:(-0,339981); Ху =х 0,339981; 

X4=A: 0,861136; 

/ « b0(0,347855/(jc,) +0,652145/(^2) + 

+0,652145/(д;з) +0,347855/(^4)) =0,78540298. 

Если сравнить полученные результаты с аналогичными для 
других методов при интегрировании всего участка сразу, то мож­
но убедиться, что последние методы обладают более высокой 
точностью, хотя и требуют более сложных вычислений. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

Простейшие методы вычисления интегралов 

1. Как в методе прямоугольников уменьшить погрешность на­
хождения интеграла? 

2. В каких случаях метод прямоугольников находит примене­
ние? 

3. Как уменьшить в методе трапеций погрешность нахождения 
интеграла? 
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4. В каких случаях метод трапеций находит применение? 
5. Можно ли получить методами прямоугольников и трапеци 

точное значение интеграла? 

Метод Симпсона 
1. Какой аппроксимирующей заменяется подынтегральна 

функция в методе Симпсона? 
2. Если для построения аппроксимирующей функции средня 

точка берется не в середине участка, то что изменится в алго 
ритме? 

3. Обязательно ли участок интегрирования разбивать при реа 
лизации метода на более мелкие участки? 

4. Дана подынтегральная функция/(х) = д: -ь 7, с каким методол 
совпадет метод Симпсона? 

5. Почему метод Симпсона использует аппроксимацию подын 
тегральной функции квадратичной параболой, а способен ин 
тегрировать без ошибки и кубические параболы? 

Метод Ньютона — Котеса 
1. Являются ли постоянными весовые коэффи1щенты в слагае 

мых в формуле Ньютона — Котеса? 
2. Может ли результат, полученный методом Ньютона—Коте 

са, совпасть с результатом, полученным методом с более низ 
кой точностью, например методом левых прямоугольников? 

3. Может ли подынтегральная функция в методе Ньютона — 
Котеса аппроксимироваться полиномом второй степени? 

4. Какой наивысшей степени полином может использоваться 
для замены подынтегральной функции в методе Ньютона — 
Котеса? 

5. Могут ли точки при интегрировании располагаться неравно 
мерно? 

Методы Чебышева и Гаусса 
1. Зачем осуществляют преобразование исходного интервала 

интегрирования к диапазону (-1, 1)? 
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2. Почему нельзя для оценки погрешности пользоваться прие­
мом двойного просчета? 

3. Почему метод Гаусса дает более высок)то точность вычисле­
ния интеграла, чем метод ЧеСышева? 

4. Можно ли пользоваться автоматическим подбором шага при 
использовании метода Гаусса? 

5. Для какого числа точек на отрезке интегрирования работают 
методы? 

Общие вопросы численного интегрирования 
1. Дана подынте1ральная функция f(x) = 1500дг. Какой из мето­

дов будет наиболее эффективен? 
2. В каких случаях можно пользоваться автоматическим подбо­

ром шага интегрирования? 
3. Дана подынтегральная функция/(x)=x^. Можно ли каким 

либо численным методом вычислить интеграл без ошибки? 
4. Дана подынтегральная функция f(x) = 5х^. Какой из методов 

даст наиболее точный результат? 
5. Как изменяется погрешность нахождения интеграла при 

уменьшении числа разбиений п? 



МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЙ И ИХ СИСТЕМ 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Многие задачи исследования различных объектов с помощью 
математических моделей, применения их для прогноза или расче­
та приводят к необходимости решения нелинейных уравнений. 
Поэтому в данном пособии этому разделу уделено достаточное 
внимание. 

КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ 

Как правило, процесс решения нелинейного уравнения обще­
го вида/(х) =0 ос5ществляется в два этапа. На первом этапе от­
деляют корни, т.е. находят такие отрезки, внутри которых нахо­
дится строго один корень. На втором этапе уточняют корень, т.е. 
находят его значение х* с предварительно заданной точностью £. 
В практических задачах решением называют любое значение х, 
отличающееся по модулю от точного значения х* не более чем на 
величину £. 

Идеи аналитических методов первого этапа базируются на 
очевидном свойстве непрерывных функций: корни функции (точ­
ки пересечения f(x) с горизонтальной осью) обязательно лежат 
между соседними экстремумами функции (хотя обратное невер­
но: между каждой парой экстремумов необязательно находится 
корень). 

Идеи методов второго этапа можно сгруппировать по трем ос­
новным направлениям. В первом — поиск корня с заданной по­
грешностью сводится к перебору всех возможных значений аргу­
мента с проверкой наличия решения. Во втором — поиск корня 
нелинейной функции заменяется поиском корня той или иной бо­
лее простой функции (линейной, параболической), близкой к ис-
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ходной нелинейной; как правило, процесс поиска осуществляется 
итерационными процедурами (однотипными, последовательно 
повторяющимися). В третьем — нелинейное уравнение вида 
/(jc)=0 сводят к одной из форм вида g(x)=<p(x) и стремятся 
обеспечить равенство левой и правой частей тоже, как правило, 
с помооц>ю итерационных процедур. 

Условием окончания процесса решения уравнения (т.е. полу­
чения корня х*с заданной погрешностью) может быть одно из 
двух возможных: l)|/(jc*)<5, 2)\х* -х*|^е,где5,е—предвари­
тельно заданные малые величины, к — номер итерации, т.е. или 
близость к нулю левой части уравнения, или близость друг к 
другу двух значений х, между которыми находится решение. 
Второе условие во многих случаях можно использовать, не зная 
точного значения корня, путем замены его другим, например 
I дс*"̂ ' - дс*| ̂  £', при выполнении которого данное условие будет га­
рантированно выполняться. Условие окончания поиска выбира­
ется исходя из неформальных соображений, и в некоторых случа­
ях применение разных условий может привести к существенно 
разным результатам. При решении конкретных задач в математи­
ческом моделировании важными являются две цели решения: 

1) обеспечение близости к нулю f(x) (f(x) »0) как меры вы­
полнения тех или иных балансовых соотношений, тогда не очень 
важно, при каких именно (в пределах здравого смысла конкрет­
ной прикладной задачи) значениях х это равенство справедливо 
с заданной погрешностью; 

2) обеспечение точности нахождения решения х*, имеющего 
содержательное значение, при этом /(х)» О является лишь инди­
катором правильности решения. Отсюда и выбирают условие 
окончания поиска решения. 

Знание особенностей левой части нелинейного уравнения по­
зволяет в ряде случаев, не производя отделения корней, опреде­
лить число корней (причем отдельно действительных и комплекс­
ных), что невозможно в общем случае, а также предельные 
оценки корней, интервалы существования корней. Это прежде 
всего касается алгебраических уравнений с действительными ко­
эффициентами (далее для простоты — алгебраических), часто 
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встречающихся в практике. Такие уравнения имеют вид 

f{x) = OQX" + a,x"~' + а^х"'^ +... + а„=0. 

Кроме того, с учетом конкретного вида зфавнения можно по­
строить более эффективные алгоритмы. 

ОТДЕЛЕНИЕ КОРНЕЙ 

Отделение корней может производиться графически (путем 
построения графика функции/(д:)) или аналитически. Для анали­
тического отделения корней находят все критические точки 
функции/(;с), т.е. точки, в которых производные равны нулю или 
не существуют. Это можно сделать численными методами или — 
в несложных случаях — аналитически. Для этого f(x) дифферен­
цируют, приравнивают производную к нулю и рещают получен­
ное уравнение относительно х. Кроме того, определяют все точ­
ки, где по тем или иным причинам (например, знаменатель 
обращается в нуль, под логарифмом появляется нуль и т.п.) про­
изводная может не существовать. В этих (критических) точках 
или в непосредственной близости от них определяют знак функ­
ции/(х,), т.е. находят81£п/(л:,). Затем строят ряд знаков функции 
в критических точках, включая в рассмотрение и крайние точки 
числовой оси -00 и +00. Анализируют этот ряд, и по числу смен 
знаков определяют количество корней (равно числу смен знаков 
sign/(jc,.)) и интервалы, где локализованы эти корни: на левой и 
на правой границах такого интервала функция /(х) должна иметь 
разные знаки. В случае необходимости можно дополнительно к 
критическим точкам использовать и произвольные точки, что по­
зволяет сузить интервал локализации корня. Особенно это надо 
делать, когда одна из границ интервала находится в бесконечно­
сти, так как интервал хотя бы с одной границей в бесконечности 
не позволит уточнить корни. 

Пример 1. 
Дано уравнение: 5̂  -бдг - 3 =Q 
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Обозначим / ( д : ) = 5 ' - 6 х - 3 . Находим производную/'(х) = 
= 5̂  In 5 - 6 . Вычислим корень производной: 

5 '1п5-6=0; 5̂  = j ^ ; xlg5 = lg6-lg(ln5); 

_ lg6-lg(ln5) ^0,7782-0,2065 _0.5717 
^ lg5 0,6990 0,6990* ' 

Составим таблицу знаков функции f{x), полагая х равным: 
а) критическим значениям фзт1кции (корням производной) или 
близким к ним; б) граничным значениям (исходя из области до­
пустимых значений неизвестного): 

X 

sign/(jc) 
—ОО 

+ 
1 
-

+00 

+ 

Так как происходят две перемены знака функции, то уравне­
ние имеет два действительных корня. Чтобы завершить операцию 
отделения корней, можно попытаться уменьшить промежутки, 
содержащие корни, так, чтобы их длина была бы меньше. Для это­
го возьмем несколько значений х и внесем их дополнительно в 
таблицу. Получим следующую таблицу: 

X 

sign/(•»:) 

- 0 0 

+ 
-1 
+ 

0 
-

1 
-

2 
+ 

+00 

+ 

Отсюда видно, что корни заключены в следующих промежут­
ках: х^ 6 [-1, 0]; л:2 е [1, 2]. 

Пример 2. 
Дано уравнение: х^ -х^ -Ър- +3х - 3 =0. 
Обозначим f{x)=x'^ -х^ -2х^ л-Ъх-Ъ, тогда имеем f'{x) = 

= 4х' '-3дс^-4х+3. Найдем корни производной: 

4х^ -3х^ -4с+3=0 ; 4х:(л:^-l)-3(x^-l)=0; {х^-\){Ах-Ъ)=0\ 
Xi=-1 ; ^2=1; л:з=3/4. 
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Составим таблицу знаков функции /(jc): 
X 

sign f(x) 
—00 

+ 
-1 
-

3/4 
-

1 
-

+00 

+ 

Из таблицы видно, что уравнение имеет два действительных 
корня: X] G ] - 00, -1]; Х2 е [1, + оо [. 

Уменьпгам промежутки, в которых находятся корни: 
X 

sign fix) 
—00 

+ 
-2 
+ 

-1 
-

3/4 
-

1 
-

2 
+ 

+00 

+ 

Следовательно, Xi е [-2, -1]; ^2 е [1, 2] 

УТОЧНЕНИЕ КОРНЕЙ 

Рассмотрим методы уточнения корней и раскрывающие их 
основные идеи. Отметим очевидный момент: при прочих равных 
условиях тот метод уточнения корней будет более эффективен, в 
котором результат с той же погрешностью найден за меньшее 
число раз вычисления функции f(x). 

МЕТОД СКАНИРОВАНИЯ 

Метод предусматривает разделение всего интервала [а, Ь], где 
отделен корень, на маленькие отрезки, равные заданной погреш­
ности е, с последующим вычислением (или определением экспе­
риментально) значений функции /(дс) на концах этих отрезков 
(т.е. в точках, расстояние между которыми не превышает величи­
ны е). Анализируя значения функции, нетрудно выбрать отрезок, 
где фунющя меняет знак (или точно равна нулю, что маловероят­
но). В качестве решения можно взять любую точку — левую (дг,) 
или правую (jc,+,) границу выделенного отрезка, хотя предпочти­
тельнее взять середину этого отрезка дс* =(х,- +х,^.,)/2 В любом 
случае погрешность решения не будет превышать заданную по­
грешность е, даже при условии, что мы не знаем точного значе­
ния решения. 

Иногда весь отрезок разбивают на маленькие отрезки величи­
ной 2Б, а затем искомое значение корня берут в середине отрезка, 
где функция меняет знак. Это непринципиальная разница с основ-
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ным вариантом, результаты вариантов полностью совпадут и по 
значению корня, и по затратам на поиск, если в первом сразу взять 
погрешность вдвое больше необходимой. 

Для повышения эффективности метода можно уточнение 
производить в несколько этапов. На первом этапе задать большое 
значение е, найти отрезок, где функция меняет знак (грубо найти 
корень), затем найденный отрезок еще раз разделить с более мел­
ким шагом, более точно найти корень и т.д. еще несколько этапов 
(обычно 3...5), после чего удается найти корень с заданной по­
грешностью в целом за меньшее число раз вычисления f{x). Ме­
тод очевиден и не требует практического пояснения. 

МЕТОД ДЕЛЕНИЯ ОТРЕЗКА ПОПОЛАМ 

Этот метод можно рассматривать как развитие метода скани­
рования: величина отрезков, на которые делится весь интервал 
при многоэтапном применении метода сканирования, становится 
равной половине исходного отрезка {а, Ь]. В этом случае сначала 
исходный отрезок делится на две равные части (пополам) и путем 
сравнения знаков функции на концах каждой из двух половинок 
(например, по знаку произведения значений функций на концах) 
определяют ту половинку, в которой содержится решение (знаки 
функции на концах должны быть разные). Затем найденную поло­
винку опять делят на две равные части, снова выбирают одну из 
двух половинок, содержащую корень, и т.д. Условием окончания 
служит заданная малость отрезка, где содержится корень, т.е. ана­
логично методу сканирования. Существуют и более эффективные 
алгоритмы, например, выбор точки не в середине отрезка, а бли­
же к тому краю, в котором значение функции меньше. Но этот 
вариант не будет работать при немонотонной функции. 

Метод половинного деления, как и метод сканирования, оче­
виден и не требует практического пояснения. 

МЕТОД ХОРД 

В этом методе нелинейная функция f{x) на отделенном ин­
тервале [а, Ь\ заменяется линейной, в качестве которой берется 
хорда — прямая, стягивающая концы нелинейной функции. Эта 
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хорда определяется как прямая, проходящая через точки с коор­
динатами ia,f{a)) и {b,f{b)). Имея уравнение хорды у = сх-\- d, 
можно легко найти точку ее пересечения с горизонтальной осью, 
подставив в уравнение д' = О и найдя из него х. Естественно, в по­
лученной таким путем точке дс, не будет решения, ее принимают 
за новую границу отрезка, где содержится корень. Через эту точку 
с координатами (х,, /(xj)) и соответствующую границу предыду­
щего интервала опять проводят хорду, находят jtj и т.д. несколько 
раз, получая последовательностьxj, х^,х^, •••, сходящуюся к кор­
ню. Метод применим только для монотонньк функций. 

Алгоритм метода зависит от свойств функции /(х). Если 
f(b)f\b) > О, то строящаяся на каждом этапе хорда имеет правый 
фиксированный ("закрепленный") конец, и алгоритм выглядит 
следующим образом: 

X, , =х. ^-^^ (Ь-х\ 

при этом последовательность х,, Х2> • • • будет приближаться к кор­
ню слева. 

Если f(a)f'{a) > О, то строящаяся на каждом этапе хорда име­
ет левый фиксированный ("закрепленный") конец, и алгоритм 
выглядит следующим образом: 

х,ч., =а + JM. 
f{a)-f{xd 

(Xi-a); 

Рис. 7. Иллюстрация метода хорд 
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при этом последовательность 
Хр Х2,.. • будет приближаться 
к корню справа. 

На рис. 7 приведен один 
из вариантов применения ме­
тода хорд. В рассматривае­
мом случае "закрепленным" 
является правый конец. При­
ведено пять шагов (пять 
хорд), при этом к решению 
приближаемся слева. 



Теоретически доказано, что если первые производные на кон­
цах интервала при монотонной и выпуклой функции f{x) не раз­
личаются более чем в 2 раза, то справедливо соотношение 
|л;* -дг,| < |дг,- -x,_i| и условием прекращения пополнения после­
довательности может быть |д:,-ц.1 -Xf\ < е, а в качестве корня 
принято Xj^i (можно также окончить процесс и при достижении 
/(Xj) < 6, о чем указывалось в концепции методов). На практике 
указанные условия можно применять и без предварительной про­
верки производных, отклонение погрешности результата при по­
логих функциях не будет существенным. 

Пример. 
Имеем уравнение х^ -0,2«:^ +0,5х +1,5 = 0. Уточнить корень с 

погрешностью 8 < 0,001. 
Запишем Дх) = х^ -0,2х:^ +0,5* +1,5. 
Проведя процедуру отделения корней, получим, что корень 

находится в промежутке [-1,0], т.е. а = -1,Ь = 0. 
Находим вторую производную /'(х) =6х -0,4; в промежутке 

[-1,0] выполняется неравенство/'(д:) < О, поэтому для вычисле­
ний применяем формулу 

'i+i = а + JM. 
/(а)-Ях,) (х,-а), 

гдедсо = * =0'/(«) =/(-1) = -1 -0.2 -0,5 + 1,5 = -0,2. Все вычисле­
ния сведены в табл. 2. 

Таблица 2 

I 
0 
1 
2 
3 
4 

X, 

0 
-0,882 
-0,943 
-0,946 
-0,946 

Ях<) 
1,5 

0,2173 
0,0121 
0,0014 

х,-а 
1 

0,118 
0,057 
0,054 

Ответ: х « -0^46 
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МЕТОД НЬЮТОНА (КАСАТЕЛЬНЫХ) 

Идея, на которой основан метод, аналогична той, которая реа­
лизована в методе хорд, только в качестве прямой берется каса­
тельная, проводимая в текущей точке последовательности. Урав­
нение касательной находится по координате одной точки и углу 
наклона (значение производной). В качестве начальной точки в 
зависимости от свойств функции берется или левая точка Хд = а 
(если Да)/''(а)>0), или правая точкаXQ = 6 (если f{b)f\b)>Q). 
Алгоритм записывается следующим образом: 

*|+1 -^1 

Алгоритм работоспособен при выпуклых и монотонных 
функциях/(х). Главным теоретическим достоинством метода яв­
ляется квадратичная скорость сходимости, что во многих случаях 
может привести к сокращению числа вычислений функции при 
получении решения с заданной погрешностью. В ряде случаев 
можно применять упрощенный алгоритм, связанный с сокраще­
нием числа раз вычисления производных — вместо вычисления 
производной в каждой очередной точке /'(jc,) использовать зна­
чение производной в начальной точке f'{x^. Следует обратить 
внимание на следующую особенность метода: последователь­

ность Х],X2,x-i,... прибли­
жается к корню с другой 
стороны, чем при исполь­
зовании метода хорд при 
прочих равных условиях. 

На рис. 8 приведен 
один из вариантов приме­
нения метода Ньютона. В 

: рассматриваемом случав 
процесс начинается с пра­
вого конца. К решению 
приближаемся справа. Ус­
ловия окончания поиска 
аналогичны методу хорд. 
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Пример. 
Имеем уравнение tg(0,55x+0,1)-х^=0. Уточнить корень с 

погрешностьюе < 0,001. Запишем/(x) = tg(0,55x+0,1)-х^. 
Проведя процедуру отделения корней, получим, что корень 

находится в промежутке [0,6, 0,8], т.е. а =0,6, b =0,8. 
Так как/(0,6) > О, /(0,8)< О H/*(JC)< О, то за начальное прибли­

жение примем XQ =0,8, а вычисления будем проводить по форму­
ле 

^М - • * ! fboY 
0,55 Предварительно найдем /'(дсп) = - , 

COS2(0,44+0,1) 

- ^ ' ^ ^ -1.6 = ̂ пйтг -1.6=0,7477 -1,6 =-0,8523. 

- 2 0,8 = 

0.85772^ "" 0,7356 
Составим таблицу (табл. 3): 

Таблица 3 

/ 
0 
1 
2 

X. 
0,8 
0,7524 
0,7503 

Лх.) 
-0,0406 
-0,0018 
-0,0000 

Ответ: JC «0,750. 

КОМБИНИРОВАННЫЙ МЕТОД 

Данный метод, так же как и предыдущие, базируется на заме­
не нелинейной фушщии f{x) линейной, но с учетом стремления к 
корню метода хорд и методаНьютона с разных сторон; для повы­
шения эффективности использует оба алгоритма одновременно. 
Один шаг делается методом хорд, а следующий с другой сторо­
ны — методом Ньютона. При этом интервал, где содержится ко­
рень, сокращается с обеих сторон, что обусловливает другое ус­
ловие окончания поиска. Поиск можно прекратить, как только 
разница между правым и левым концами интервала станет мень­
ше предварительно заданной погрешности Е. 
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Алгоритмы используемых методов следует выбирать с уче­
том упомянутых выше особенностей функций. 

Пример. 
Имеем уравнение дс'-2х^-4д:+7=0. Уточнить корень с по­

грешностью е < 0,001. 
Проведя процедуру отделения корней, получим, что уравне­

ние имеет три действительных корня: х, б[-2, -1]; ХгбР, 2]; 
хзе|2,3]. 

Для примера рассмотрим уточнение корня jc,. Учитывая, что 
/(-2)<0; /(-!)<0; f\x) = 6x - 4 и при -2<x < -1 / ' W < 0 , для 
расчетов примем следующие формулы: 

Л^л,) Л^л.) 
Д л̂Оч,)-̂ л,- f.^^^y Ы^^^) ^т /(^с„.)-/(;с,,) \X„j XJJI), 

где x„i и x„j — соответственно значение корня по недостатку 
(слева) и избытку (справа); x„o = -2, х ^ = -1 . 

Все промежуточные результаты вычислений сведем в табл. 4. 

Таблица 4 

( 
0 
1 
2 

x„i 
-2 

-1,9400 
-1,9355 

•*ni 
-1 

-1,8900 
-1,9353 

•'̂п f ^nt 

1 
0,0500 
0,0002 

Лх„,) 
-1 

-0,0686 
-0,0011 

Л^п,) 
8 

0,6645 
0,0020 

Ответ: JC, «-1,935. 

МЕТОД ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ 
АППРОКСИМАЦИИ 

В этом методе функция f(x) заменяется не линейной, а пара­
болической функцией, что является более точной заменой. Сле­
довательно, метод может обеспечить более быструю сходимость 
к решению. На первом этапе параболу обычно строят по трем точ­
кам: крайним и средней точкам интервала (а, Ь), где отделен 
корень, т.е. (о./(о)), ((а + 6)/2,/((а + 6)/2)), (6./(6)). По 
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полученному уравнению параболы jv=c2X^ + CjX+Со находят 
приближенный корень (приближенный — потому что парабо­
ла приближенно заменяет f(x)), для чего решают уравнение 
CjX̂  + Cjjc + Со =ft На втором этапе строят параболу по трем точ­
кам: найденному приближенному корню и двум предыдущим 
точкам (слева и справа от этой точки), лежащим по разные сторо­
ны оси X. Такой вариант выбора точек на практике быстрее приво^ 
дит к решению по сравнению с вариантом, когда для построения 
параболы берутся последовательно три последние точки. Такая 
процедура повторяется многократно до тех пор, пока величина 
отрезка, внутри которого нахо­
дится корень, не будет меньше 
е — предварительно заданной 
погрешности. 

На рис. 9 приведен один шаг 
уточнения корня методом пара­
болической аппроксимахщи. На­
чальная парабола проведена че­
рез точки а, Xi, Ь (здесь jc, 
яв^ется серединой отрезка 
[а, 6]); Х2 — пересечение пара­
болы с осью. Следующая пара­
бола должна проводиться через 
T04VMXi,X2,b. 

Рис. 9. Иллюстрация первого 
этапа метода параболической 

аппроксимации 

Пример. 
Имеем уравнение хТ -1=0- Сделать две итеравд1и методом 

параболической аппроксимащш. 
Запишем/(jc) = jc2* - 1 . Проведя процедуру отделения корней, 

получим, что корень находится в промежутке [О, 1], т.е. а = О, 
6 = 1. 

Выбираем среднюю точку интервала д: = 1/2 и вычисляем зна­
чения функции в этих точках: 

х=0, / (0) = -1 ; X =0,5,/(0,5)«-0,293; ;с=1,/(1) = 1. 
Через эти три точки и будем проводить параболу у = с-^^ + 

+с,л+Со. Для того чтобы парабола проходила через заданные 
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точки, коэффициенты с, должны удовлетворять следующим урав­
нениям: 

• (Яс2+0-с ,+Со=-1 (условие прохождения через первую 
точку); 

• (^ Cj + ^С] + Со = -0,293 (условие прохождения через вторую 
точку); 

• 1̂  • Cj +1 • q + Со = 1 (условие прохождения через третью 
точку). 

Решая эту систему, находим коэффициенты: 

Со = - 1 ; с, =-0,828; Сз = 1,172. 

Для нахождения приближенного значения корня решим урав­
нение 1,172х^+0,828дс-1=0, что на участке (0,1) дает корень 
X =0,636. Найдем значение функции в этой точке: 

/(0,636)=0,636-2'^"*-1 = -0,011647. 

Полученное значение функции отлично от нуля, так как пара­
бола приблизительно описывает исходную нелинейную функ­
цию. 

Используя три точки: (0,5, -0,293); (0,636, -0,011647); (1, 1), 
построим новую параболу. Коэффициенты этой параболы будут': 

Со=-1; с, =0,828; Cj =1,172. 

МЕТОД ПРОСТОЙ ИТЕРАЦИИ 

Рассматриваемый метод реализует третий подход из пред­
ставленных в концепции. Предварительно исходное уравнение 
f(x) =0 преобразуют к видуф(х)=х, что является частным случа­
ем более общей структуры g(jc)=/(jc). Затем выбирают началь­
ное значение XQ И подставляют его в левую часть уравнения, но 
(р(хо) ̂  XQ, поскольку XQ ВЗЯТО ПРОИЗВОЛЬНО и не является корнем 
уравнения. Полученное (P(XQ)=XI рассматривают как очередное 
приближение к корню. Его снова подставляют в левую часть 
уравнения (p(xi)n получают следующее значение Хг (^2 = ф(д:1)) и 
т.д., в общем случае jc,-̂ .j =ф(дс,). Получающаяся таким образом 
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У=Ф) 

Рис. 10. Иллюстрация метода итераций для различных ситуаций: 
а —0<ф'(х)<1;б 1<ф'(х)<0 

последовательностьXQ,Х,, JC2,Х^Х^ ... при определенных услови­
ях может сходиться к корню х* (рис. 10). 

Таким условием является | ф'(х)| < 1 на [а, 6], причем чем ближе 
модуль к нулю, тем выше 
окажется скорость сходи­
мости к решению. В про­
тивном случае последова­
тельность расходится от 
искомого решения ("метод 
не сходится"). 

На рис. 11 приведен 
один из возможных слу­
чаев, когда итерационный 
процесс не сходится. Вид­
но, что последовательность 
XQ, Хр XJ. ••• удаляется от 
корня X*. Это всегда будет 
иметь место в том случае, 
если тангенс угла наклона ф(х) в окрестности корня по модулю 
больше единицы. 

Существуют различные способы преобразования уравнения 
/(х) =0 к видуф(х) =х; одни могут привести к выполнению уело-

X Хп X-t Х-у jf-i 

Рис. и . Иллюстрация несходяще­
гося итерационного процесса 
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ВИЯ сходимости всегда, другие — в отдельных случаях. Самый 
простой способ следующий: 

f(x)+x=0+x, f(x)+x=^(x) => (f(x)=x, 
но он не всегда приводит к успеху. Существует другой способ, в 
соответствии с которым <р(х) =х -f(x) I к, причем Аг следует вы­
бирать так, чтобы I yfc| > QI2, где Q = max|/'(jc)| и знак к совпадал 
бы со знаком f'(x) на [а, Ь]. *̂ *̂  

Погрешность решения можно оценить из соотношения 

|х'-ac, |<r^|jc,-At,-J, где 9 = тщсф'(х). 
l-q [a,b\ 

Вследствие этого для окончания вычислений в методе итера­
ций применяют соотношение - ^ | л,- - Atf+il ^ е, где е — заданная 
погрешность решения. 

Часто используют упрощенное условие окончания поиска 
{Xj -х,.,.]! < £ , не вычисляя максимальное значение производной, 
но в этом случае погрешность решения может не соответствовать 
заданной (т.е. быть больше или меньше). 

Пример. 
Имеем уравнение 2х + lg(2x + 3) = 1. Необходимо уточнить ко­

рень с погрешностью е < 0,001. 
Запишем f{x) =2х + lg(2x +3) - 1 . Проведя процедуру отделе­

ния корней, получим, что корень находится в промежутке [0,0,5], 
т.е. а=0,Ь =0,5. Приведем уравнение к виду, удобному для ите­
раций ф(х)=д:. Функцию ф(х) будем искать из соотношения 
ф(дс) = дс - f{x)lk, считая для повышения сходимости, что | А̂  t QI2, 
где Q = max | f{x% число А: имеет тот же знак, что и f'{x) в проме­
жутке [О, 0,5]. 

Находим 

/W-2.Mf; e=-/W=2.|fff,2,2895; /ВД>0 
при0<;х^0,5. 

Примем к =2, тогдаф(дс) =jc -/(х)/2=0,5 -0,5lg(2x +3). 
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За начальное приближение возьмемXQ=0, все остальные при­
ближения будем определять из равенства Xj^y =0,5-0,5 lg(2x,- +3), 
результаты сведем в табл. 5. 

Таблица 5 

/ 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

X, 

0 
0,2614 
0,2266 
0,2309 
0,2303 
0,2304 

4>(х,)=х,^1 
0,2614 
0,2266 
0,2309 
0,2303 
0,2304 

Ответ: X «0,230. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА КОРНЕЙ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Для уравнения Р„(х) = а(рс" +а^х"~^ +а2х"~\..-нг„=0 общее 
количество действительных корней и комплексных корней (кото­
рые всегда в рассматриваемом случае при действительных коэф­
фициентах уравнения будут попарно сопряженными) всегда рав­
но наивысшей степени полинома в левой части уравнения, т.е. в 
нашем случае — п. 

Существует правило Декарта, в соответствии с которым 
можно оценить отдельно количество положительных и отрица­
тельных действительных корней: количество действительных по­
ложительных корней либо равно числу перемен знака в последо­
вательности коэффициентов уравнения, либо на четное число 
меньше; количество действительных отрицательных корней либо 
равно числу перемен знака в последовательности коэффициентов 
уравнения Р{-х) =0, либо на четное число меньше (равные нулю 
коэффициенты в обоих случаях не учитываются). Отсюда следу­
ет, что правило Декарта не точно определяет количество корней, а 
приближенно. Существуют и более строгие методы (например, 
правило Штурма), которые точно определяют количество дейст­
вительных корней на любом промежутке числовой оси (а не толь­
ко положительных и отрицательных). 
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Пр$1мер. 
Имеем уравнение Р^х)=х* -17х* +12д:'' +7х^ -х +1=0. 
Это уравнение имеет шесть корней (л =6)- Знаки коэффицие 

тов образуют следующую последовательность: +, -, +, +, - , 
Знак меняется 4 раза, следовательно, положительных корней б 
дет либо 4, либо 2, либо 0. Для отрицательных: последовател 
ность знаков в Р^гх) будет: +, -, -, +, +, +, т.е. отрицательных KO 
ней будет либо 2, либо О, так как только два раза меняется знак 
последовательности. 

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ И ОБЛАСТЬ 
СУЩЕСТВОВАНИЯ КОРНЕЙ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Во многих случаях достаточно знать предельное (максимаш 
но возможное) значение корня. Это необходимо в различны 
приложениях (например, при оценке устойчивости систем ynpa 
ления), а также для более эффекгивного отделения корней нел 
нейного уравнения. Эту проблему можно решить, не находя в 
корни, а воспользовавпшсь специальными методами, которы 
кратко рассмотрены ниже. 

МЕТОД ЛАГРАНЖА 

Метод сводится к определению верхней границы полож 
тельных корней по формуле 

где т — номер первого по порядку отрицательного коэффицие 
та в полиноме левой части уравнения Р„{х), В — наибольшая и 
абсолютных величин отрицательных коэффициентов Р„(х); пр 
этом предполагается, что aQ>0. 

Пример. 
Определить предельное значение положительных корне 

уравнения -8х^ +8х^ +32дс -1=0. 
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в этом уравнении ао< О, поэтому сначала умножим обе части 
уравнения на -1 . Получим &C^-8JC^-32X+1=0. Здесь Оо>0, 
а, =0,02 =-8<0, Оз =-32, а^ =1. Следовательно, /и =2,5 =32. 

Применяя формулу, получим R=l + фШ = 3. 

МЕТОД НЬЮТОНА 

Этот метод не дает конструктивного пути для отыскания ис­
комого значения, т.е. не дает более эффективных алгоритмов по­
мимо простого перебора или проверки наугад взятых точек, и 
формулируется следующим образом: если при каком-то значении 
X = р Р„{х) > О и все производные F(x) > О, Р*(дс) > О, ..., Р^"\х) > О, 
то значение р является предельным значением положительных 
корней. 

Пример. 
Рассмотрим применение метода для того же уравнения, что и 

в предыдущем случае. 

1\х)=&с*-&с^-32х+1; F(X)=32X^-16K-32; 

РЧх) =96x^-16; Р"(д:)=192х; Р^\х)=192. 

Из третьей производной видно, что нужно искать предельное 
значение при д: >0. Из второй производной получим: 96х̂  -16>0, 
т.е. х^ >16/96, или X >4/9,8. Далее из неравенства/*'(х)>О можно 
попьггаться найти значения х, удовлетворяющие ему и не проти­
воречащие ранее найденным, и т.д. Однако неравенства с полино­
мами высокого порядка решаются довольно сложно и не всегда. 
Поэтому чаще используют простой подбор такого значения р, при 
котором справедливы все неравенства. 

МЕТОД КОЛЬЦА 

Метод позволяет находить область существования всех кор­
ней алгебраического уравнения, в том числе и комплексных. Дей­
ствительные корни находятся в интервалах (-R,r) и (г. Л) (соот-
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ветственно отрицательные и положительные). Величины г и R 
вычисляются по формулам 

Ы' ^ + B/\af 
rfle^ = max{|ai|, [агК •••. |aJ};5=max{|aol, |ail, •••, |a„-il}-

В случае нахождения области существования всех корней, а 
не только действительных, строится кольцо с радиусами г и R, 
внутри которого находятся и действительные корни. Метод дает 
диапазон существования корней приближенно с определенным 
запасом. 

Пример. 
Определить границы корней уравнения5г^ -2ftc +3 =0. Здесь 

\a(li=5,A=20,\a„\ = 3,B=20. 
Используя формулы, получим 

Отсюда следует, что положительные корни находятся в ин­
тервале (0,013, 5), а отрицательные — в интервале (-5, -0,013). 
Следует отметить, что указание границ корней не означает, что 
такие корни обязательно есть. В данном случае мы указали облас­
ти для положительных и отрицательных корней, а если в уравне­
нии окажутся комплексные корни, то действительный будет толь­
ко один, так как уравнение третьей степени. 

МЕТОД ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗНА ЧЕНИЙ 

Существует метод, позволяющий несколько точнее находить 
область существования корней. Для этого вычисляют верхние 
границы положительных корней /?,-: 

для полинома Р^{х) —Лр 
для полинома Р„(-х)—R2, 
для полинома х"Р„{х) — /?з> 
для полинома х"Р„(-11 х) — ̂ 4-
Если действительные корни существуют, то они лежат в ин­

тервалах (-i?2, -1 / /?4)H(1/ /?3» ''^I)-
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УТОЧНЕНИЕ КОРНЕЙ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Алгебраические уравнения можно, конечно, решать любым 
подходящим методом из ранее приведенных, но конкретная и 
заранее известная структура левой части уравнения позволяет 
строить более эффективные алгоритмы. Идея уточнения корней 
алгебраического уравнения методом понижения порядка базиру­
ется на возможности выделения в полиноме Р^{х) множителя, со­
держащего корень. Для действительного корня таким множите­
лем является дг -X], где Х] — корень, а для пары комплексных 
корней a±J(o — множитель х^ +Ьх+ с, где b = -2а, с=а^+(о^. 
После такого выделения можно снизить порядок исходного поли­
нома на единицу (или на два) путем деления /*„_, =Р„/(х -х,) 
(для действительного корня) или Р„_2 = Р„/(х^ +Ьх+с) (для ком­
плексной пары корней), далее для нового полинома опять выде­
лить следующий корень Х2 (или новую пару корней) и т.д. В рас­
сматриваемом алгоритме можно выделить три этапа: 

1) нахождение приближенного значения корня; 
2) проверка, является ли найденное значение корнем; 
3) получение нового полинома степени на единицу меньше, 

чем предыдущая. 

УТОЧНЕНИЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО КОРНЯ 

При выделении действительного корня процесс его получе­
ния носит итерационный характер и реализуется по формуле 

а JBL. 

оох? + fl,xf '+.. .+fl„_,x,. ao«f + flixf Ч.. .+a„_, 

Здесь через х< и x,-̂ .i обозначены соответственно /-е и (/+1)-е при­
ближения выделяемого корня. Если начальное приближение дос­
таточно близко к искомому корню, то итерационный процесс схо­
дится очень быстро. К сожалению, сходимость метода зависит от 
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условия сходимости 

PVcA l+Xi 
РФ) < 1, 

которое практически невозможно оценить заранее (xj — искомый 
корень). Кроме того, метод может не сходиться к решению и 
вследствие отсутствия действительного корня. 

По существу рассматриваемый метод является методом ите­
раций для одного из способов приведения к необходимому виду 

x=(f>ix)=x+ ^'-^— 

Значение приближения х, на каждой итерации нужно прове­
рять, не является ли оно корнем. Для этого достаточно найти оста­
ток г от деления Р„{х) на х -х,-. Если остаток равен нулю (или 
очень близок к нулю), то текущее значение х,- является корнем, ес­
ли нет, то итерационный процесс следует повторять. Воспользо­
вавшись теоремой Безу, можно находить остаток, не производя 
собственно операцию деления. В соответствии с этой теоремой 
остаток равен значению полинома прих =х,, т.е. г =Р„(х,). Такой 
подход существенно сокращает вычисления. 

После итерационного выделения одного корня (что контроли­
руется по остатку г) следует понизить порядок полинома, т.е. най­
ти новый полином Р„_], содержащий остальные корни: 

Коэффициенты Ь^ нового полинома P„_i находятся по схеме 
Горнера (не проводя операцию деления), в соответствии с кото­
рой 

b^=b^^-¥a{, ... 6^=6*_|ДС1+а*; ••• b„_i=b„_2Xi+a„_i, 

где «t — коэффициенты полинома P„(x). 
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Пример. 
Найти один из корней уравнениях* +3дс̂  -2х^ +3* -1=0. 
Примем в качестве начального значения х =0,75. Результаты 

итерационного вычислительного процесса сведем в табл. 6. 

Таблица 6 

( 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

X, 

0,75000000 
0,27705628 
0,37072257 
0,36740246 
0,36768187 
0,36765881 
0,36766072 

^/+1 
0,27705628 
0,37072257 
0,36740246 
0,36768187 
0,36765881 
0,36766072 
0,36766056 

Из таблицы видна высокая скорость сходимости метода. При­
мем за корень дс, =0,367660. Проиллюстрируем и несходящийся 
итерационный процесс на примере решения уравнения х^ -х^ -
-2с ̂  + 3* -1 = О (один из корней равен 1,73). В качестве начальной 
точки возьмем точку, близкую к решению Хд = 1,75. Результаты 
вычислений приведены ниже в табл. 7. 

Таблица 7 

/ 
0 
1 
2 
3 
4 

X, 

1,75000000 
1,66956522 
1,96431777 
1,07441109 
3,20145152 

1̂+1 
1,66956522 
1,96431777 
1,07441109 
3,20145152 
0,15657280 

В этом случае имеем расходящийся итерационный процесс 
Решения здесь не получить, надо использовать другие методы. 

Читатель может самостоятельно проанализировать вьшолне-
ние условий сходимости по приведенным соотношениям для обо­
их примеров. 
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УТОЧНЕНИЕ КОМПЛЕКСНОЙ ПАРЫ 
КОРНЕЙ (МЕТОД ХИЧКОКА) 

Комплексные корни алгебраических уравнений с действи­
тельными коэффициентакш всегда сопряженные, поэтому для их 
нахождения достаточно выделить квадратичный множитель вида 
х^ +рх+д,л затем уже найти его комплексные корни. В нахожде­
нии такого множителя и заключается поиск комплексных корней 
многими методами, в том числе и рассматриваемым. 

Если разделим Р„(х) на x^+px+q,ro получим тождество 

Р„(х) =(х2 + рх+ q)L„.j,x) +xP(p,q) +0(Р,Я)> 
где Zn_2(x)—частное от деленияР„(дс) на квадратичный трехчлен, 
а P(p,q) и Q(p,q) — многочлены ore р я q. Для того чтобы 
х^ + px+q был делителем Р„(х), необходимо и достаточно, чтобы 
P{p,q) =0 и Qip,q) =0. Если решить систему уравнений 

Р(Р,Я)=0, Q(p,q)=0, 
то мы получим необходимые значения j? и q. 

Процесс нахожденияpnqносит итерационный характер: 

q'*'=q'+t',nct'=:^, 
А' Д' 

а Лр', А '̂, А' В свою очередь вычисляются через определители 
так: 

Р',(р',я^) Р(р',д^) 
Q',(p'.q^) Qip',q^)^ 

ЛР'.9^) P'pip\g^) 
Qip'.q^) Q'p(p',q^)' 

P'pip'.q^) P;,(.p',q^) 
Q'pip',q^) Q',(p'.q^)' 

Значения производных Fp(p',q') (для компактности исполь­
зованы стандартные обозначения Fp{p',q')»dPldp), K(p',q'), 
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Q'pip'>4')' 0.'д{.р',ч') находятся по формулам: 

Р;(Р',Я') = Р'К' -S^•, F^(p\q') = -R'; 

Q'p(p\q') = 4'R'-, Q',{p\q') = S'-

Величины Р{р',д')и Q{p',q') вычисляются из разложения 

Р„(х) = {х^ + р'х + 9')А,_2(х) +xP(p',q') + Qip\q'), 

a.R' и S' вычисляются из разложения 

i>„-^x)=ix^ + р'х + q')GUx) + xR(p',q') + Sip',q'). 

Метод требует сравнительно много вычислений и не всегд 
может сходиться. Корнями выделенного квадратичного трехчле 
на могут оказаться и действительные корни. 

После выделения квадратичного сомножителя находят поли 
ном более низкой степени Цх), и к нему применяют аналогичный 
алгоритм для выделения следующей пары комплексных корней. 

Пример. 
Найти комплексные корни уравнения 

д:Ч4хЧ4,асЧ16у-1=0. 

Приведем только основные промежуточные результаты вы 
числений (табл. 8). 

Таблица 8 

i 

0 

1 

2 

3 

4 

P'/q' 
3 

-1.75 
3,9 

-0.15 
3,79 

-0,23 
3,789 

-0.236 
3,788 

-0,236 

R'/S' 

-2 
5.3 
3,8 

4.71 
-3,58 
4,46 

-3,5778 
4.4723 

P'/ff 
7,1 
5.21 

-1,769 
-0.316 
0,001 
0,0262 

-0,0093 
0.0002 

K^Q^P 
-11,3 

3.5 
-19,53 

0.57 
-18,03 
0,8234 
-18,028 
0,8447 

^/e; 
2 

-5.3 
3,8 

-4.71 
3,58 

4,4641 
3,5778 

-4.4724 

Л' 
52,8 

9 
89,8 

2 
77,5 

5 

77,6 

/Sp'/Aq' 
48,05 
83.75 
-9,53 
-7.18 

-0,0889 
-0,4715 
-0,00352 
0.00246 

k'/t' 

0,9 
1.6 

-0,11 
-0.08 

-0,0011 
-0,0061 

-0,00005 
0.00003 



Итак, вьщелен квадратичный трехчленх^ +3,78&с -0,236 Его 
корнями являются ДС] «-3,8502,дг2 «0,0613. 

После деления исходного полинома на выделенный трех­
член получим следующий полином: 1^х) =х^+0,21115х+4,23605 
Приравняв его к нулю и решив, получим еще одну пару корней 
д;з̂4 «-0.1056+2,055/ 

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ 

Решение системы нелинейных уравнений /(д:)=0, где х — 
векторная величина, а /(дс) — векторная функция, значительно 
сложнее, чем решение одного уравнения. Очень сложно отделить 
корни, поэтому на этом этапе обычно выбирают начальное при­
ближение ближе к потенциально возможному решению. Для по-
лз'чения всех возможных решений чаще всего на практике пере­
бирают различные начальные условия поиска. В основном 
используют два метода решения систем: метод Ньютона — Раф-
сона и метод итераций. Реже используются поисковые методы 
оптимизации, которыми ищут минимум суммы квадратов невя­
зок/(л) =8 всех уравнений системы, подбирая переменные х,-: 

R = ̂ e^—> min, 

который будет иметь место только при всехе, =0, т.е. соответст­
вующие значения х, будут являться решением системы. 

МЕТОД НЬЮТОНА — РАФСОНА 

Метод базируется на разложении функций fj(x^,X2,... ,х„) в 
ряд Тейлора с отбрасыванием всех нелинейных членов разложе­
ния (т.е. функции линеаризуют). Затем ставится задача перехода 
по всем переменным из текущей точки д:' в следующую дс'"̂ ', кото­
рую считают решением, т.е. находят А' =дс'*' +х', поэтому пола-
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гают /(д:'*') = 0. Получается система линейных уравнений отно 
сительно h^J (/=1,2,..., и): 

(здесь и далее через d обозначены частные производные), кото 
рую решают. С найденными шагами Л. переходят в новую точку 
по всем переменным х'.̂ ' = дс'. + А'. (/ = 1,2,..., л). Однако вследст 
вие линейного приближения новая точка х-'"̂ * не является решени 
ем, т.е. /(х'*') 7t О, ее просто считают следующим приближением 
и повторяют всю процедуру многократно, делая процесс поиска 
корней итерационным. Сходимость метода довольно высокая 
особенно если удачно выбрано начальное приближение. 

Окончание поиска решения осуществляется по условию мало 
сти шагов по всем переменным одновременно, например при вы 
полнении условия |М| < е для у = 1, 2, ..., я, где е — заданная 
погрешность. Так же как и при решении одного уравнения, мож 
но воспользоваться для окончания поиска условием малости 
отклонений функций /(х,,...,х„) от нуля, например условием 
тах{/(х')}<8, или потребовать вьшолнения обоих условий 
сразу. 

Недостатком метода является необходимость на каждом шаге 
вычислять частные производные по всем переменным от всех 
функций и решать систему линейных уравнений. Существует мо­
дификация, не требующая на каждом шаге вычисления производ 
ных (используются производные, полученные на первом шаге) 
но сходимость такого метода существенно ниже. 

Пример. 
Решить систему уравнений с погрешностью не хуже 0,001. 

/,(jc„X2) = sin(2t, -Х2)-1,2х, -0,4=0, 
Я х , ,Х2) = 0,8дс? + 1,5x2̂  -1 = 0. 

Найдем выражения для производных: 

^=2со»(2.,-.,)-1,2, ^ = - с о К 2 . , - . , ) . ^ = 1 , 6 . , , ^=3»: , . 
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Новые точки находим через предыдущие: 

JC] = X ] + / l i , Х2 =Х2+П2-

Величины h будем находить из решения системы уравнений 
через определители. 

^i iMzl/ i j +e[Ah^h^=^sin(2xi -X2)-l,2c, -0,4), 
dx dx 

dfj^h, +^i^h2=-{0M +l,5x| -1). 

В качестве начальной точки возьмем х,° =0,4, х" =-0,75, ре­
зультаты вычислений сведем в табл. 9. 

Таблица 9 

I 

0 
1 
2 
3 

^1 

0,4000 
0,5030 
0,4914 
0,4913 

^ 
-0,7500 
-0,7331 
-0,7334 
-0,7335 

4/1/Л, 
-1,158 
-1,536 
-1,490 

dfjdxi 
-0,021 
0,168 
0,145 

rf/2/Л, 
0,640 
0,805 
0,786 

rf/2/rf^ 
-2,250 
-2,199 
-2,200 

Л, 
0,1030 

-0,0168 
-0,0001 

Л2 
0,0170 

-0,0003 
-0,0001 

Ответ: х, «0,491, х^ « -0,734. 

МЕТОД ИТЕРАЦИЙ 

В этом методе, как и при решении одного уравнения, предва­
рительно все уравнения приводят к специальному виду х =<p(x): 

Сущность метода аналогична соответствующему методу при 
решении одного уравнения. Берется произвольное начальное зна-
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чение jc° {xf, д:",..., Jc°) и подставляется в уравнение. Из каждо 
го уравнения системы находятся новые значения (д:}, xl,..., х],) 
т.е. х \ которое затем опять подставляется в уравнение и нахо 
дится х^, затем х^ и т.д. При выполнении условий 

2 ] А / И < 1 или ^А/^, < 1, где М^^=тах 
1=1 *=1 dXf 

последовательность jc°, дс', х\ х^, ... сходится к решению. Для 
обеспечения сходимости метода можно использовать следующий 
способ преобразования исходной системы к виду, удобному дл 
итераций: 

J 
где ay находятся из решения вспомогательной системы уравне 
ний 

^ = 0 , /,у=1,2,3,...,«. axj 

Недостатком такого подхода является необходимость боль 
шого объема вычислений, так как преобразования следует делать 
на каждом шаге итерахщй. Несколько меньшая сходимость может 
быть получена, если преобразование от f{x) =0 к дс=(р(х) делать 
через несколько шагов или один раз. 

Пример. 
Решить систему уравнений 

sm(xi -0,6)-^2 =1.6. 
3*, -cos *2 =0,9 

с погрешностью не хуже 0,001. 
В качестве начальных условий примем х^ =0,15, Х2 --2. Пре 

образуем систему к виду, удобному для применения метода, пу 
тем выражения переменных из каждого уравнения (этот прием 
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далеко не всегда применим, но в данном случае возможен): 

ДГ, = - c o s Х2 + 0,3 = ф i(X| ,Х2), 

X:2=sin(x, - 0 , 6 ) - 0 , 6 = ф2(Х1,Х2)-

Проверим выполнение условий сходимости 

rfPi _о̂  Ф̂1 _ 1 
dx-^ dx-, --smxj, -f-' =cos(jc,-0,6), ^ = 0 . X-

Нетрудно заметить, что условия сходимости будут вьшол 
няться всегда: 

d^ 
dxi 

d^ 

d^ 
dx^ 

dx7 dx-, 

= |cos(x, -0,6)1 < 1, 

-:^sinjC2 < 1-

Bee промежуточные вычисления для компактности записи 
сведем в табл. 10. 

Таблица 10 

i 
Х\ 

^ 

0 
0,15 
-2,00 

I 
0,1616 
-2,035 

2 
0,1508 
-2,0245 

3 
0,1539 

-2,0342 

4 
0,1510 

-2,0313 

5 
0,1519 
-2,0341 

6 
0,1510 
-2,0333 

7 
0,151 
-2,034 

Ответ: Xj «0,151, Х2 «-2 ,034. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

ОТДЕЛЕНИЕ КОРНЕЙ 

1. Что дает отделение корней? 
2. Можно ли аналитически отделить корень функции с разры 

вами? 
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3. Можно ли произвольно задавать значения на отрезке по оси х 
для отделения корней? 

4. Что при отделении корней называют критическими точками? 
5. Сколько корней может быть у функции, если у нее существу 

ет лишь одна критическая точка? 
6. Какие основные проблемы могут ветре лпъся при аналитиче 

ском отделении корней? 

УТОЧНЕНИЕ КОРНЕЙ 

Метод деления отрезка пополам 
1. В чем заключается геометрический смысл метода половин 

ного деления? 
2. Всегда ли позволяет метод половинного деления вычислить 

отделенный корень уравнения с заданной погрешностью? 
3. Как выбираются концы отрезка следующего интервала в ме 

тоде половинного деления? 
4. Какими свойствами должна обладать функция f{x), чтобы 

методом половинного деления можно было гарантированно 
решить уравнение f{x)=О? 

5. Что необходимо для нахождения хотя бы одного действи 
тельного корня уравнения /(дс)=0 методом половинного 
деления? 

6. Можно ли найти корень методом половинного деления, если 
он находится на границе интервала? 

Метод хорд 
1. Какие корни позволяет определить метод хорд? 
2. В чем заключается геометрический смысл метода хорд? 
3. Всегда ли метод хорд позволяет вычислить отделенный ко­

рень с заданной погрешностью? 
4. Как выбираются концы отрезка интервала в методе хорд? 
5. Какими свойствами должна обладать функция /(х) для того 

чтобы методом хорд можно решить уравнение /(х) =0? 
6. Какой конец хорды неподвижен при реализации метода? 
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Метод Ньютона 
1. В чем заключается геометрическая интерп1)етация метод 

Ньютона? 
2. Исходя из чего выбирается в методе Ньютона первое прибли 

жениедсо? 
3. 1Сак выбираются концы "закрепленного" отрезка интервала 

методе Ньютона при/ • / ' < Она концах интервала? 
4. Как выбираются концы "закрепленного" отрезка интервала 

методе Ньютона при/ • / ' > Она концах интервала? 
5. Что необходимо для того, чтобы уравнение / (х ) =0решалос 

методом Ньютона? 
6. В каких случаях применение метода Ньютона не рекоменду 

ется? 

Метод параболической аппроксимации 
1. Б чем заключается геометрический смысл метода параболи 

ческой аппроксимации? 
2. Последовательность каких процессов представляет собой ме 

тод параболической аппроксимации? 
3. Как выбираются концы отрезка интервала в методе параболи 

ческой аппроксимации на втором и последующих шагах? 
4. В каких сшуациях метод параболической аппроксимации ш 

найдет ксфень? 
5. Можно ли утверждать, что в методе парабол последователь 

ные приближения могут лежать по одну сторону от корня? 
6. Может ли метод параболической аппроксимации найти ко 

рень, если на начальном участке находится несколько кор 
ней? 

Метод простой итерации 
1. Какой функцией заменяется левая часть уравнения / (х ) =0 

методе итераций? 
2. Что называется сходимостью метода итераций? 
3. С какой стороны может осуществляться приближение к кор 

ню в процессе итераций — слева или справа? 
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4. Если на заданном отрезке имеется два корня, то что можн 
сказать о сходимости метода итеращ1Й на этом отрезке? 

5. Что означает несходимость процесса итераций? 
6. Есть ли отличие условий окончания поиска при "монотон 

ном" и при "колебательном" приближении к корню? 

Алгебраические уравнения 
1. Почему для решения алгебраических уравнений целесооб 

разно придумывать какие-то специальные методы? 
2. Всегда ли перед применением метода понижения порядк 

требуется отделять корень? 
3. В каком случае можно точно определить количество корней 

используя правило Декарта? 
4. Каким образом можно определить число отрицательных кор 

ней уравнения Р{х) =0, если полином является полным? 
5. Как найти общее число корней алгебраического уравнения? 
6. Почему сумма положительных и отрицательных корней н 

обязательно равна наивысшей степени полинома в левой час 
ти уравнения? 

Системы нелинейных уравнений 
1. Как проводится отделение корней при решении систем нели 

нейных уравнений? 
2. Почему после одного шага по методу Ньютона — Рафсош 

мы не попадаем в решение, хотя рассчитывали из условш 
попадания в решение? 

3. От чего зависит скорость сходимости метода ЕЬютона — 
Рафсона? 

4. Можно ли обеспечить сходимость метода итераций при ре 
шении систем нелинейных уравнений? 

5. Каким образом можно повысить точность решения системы 
нелинейных уравнений? 

6. Оказывает ли влияние на результат решения выбор начально 
го приближения в методе итераций? 
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РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ 

Линейные системы имеют в вычислениях очень большое зна­
чение, так как к ним сводится приближенное решение широкого 
круга вычислительных задач вообще и экономических задач в ча­
стности. Теория решения линейных систем достаточно хорошо 
разработана и во многих частях доведена до совершенства. Име­
ется большое число разнообразных программных средств для ре­
шения самых различных систем уравнений, в том числе плохо 
обусловленных, блочных, с разреженными матрицами и т.д. По­
этому не будем здесь детально рассматривать все методы, а упо­
мянем лишь основные идеи и их особенности. 

КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ 

Методы решения линейных систем уравнений обычно разде­
ляют на две большие группы. К первой грзшпе относят методы, 
которые принято называть точными. Они позволяют для любых 
систем в принципе найти точные значения неизвестных после ко­
нечного числа арифметических операций, каждая из которых вы­
полняется точно. 

Ко второй группе относят все методы, не являющиеся точны­
ми. Их обычно называют приближенными итерационными, ре­
шения в них получают в результате бесконечного процесса при­
ближений. Особое место среди них (нередко их даже выделяют в 
отдельную группу) занимают вероятностные методы, в основу 
которых положены соображения, взятые из теории вероятностей. 
Такие методы полезны лишь в случаях очень высокой размерно­
сти систем и здесь более упоминаться не будут. 

В общем виде линейная система уравнений записывается сле­
дующим образом: 

«21*1 + «22*2 + «23*3 + «24*4+- • •+02л*п = *2. 

Ол1*1 + «л2^2 + «лЗ*3 + вл4*4+- • •+«»«*» = *л « 
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или чаще — в матричном виде: ах=В, где а — квадратная ма 
рица размером и х и, 5 и х — векторы размером я (я — разме 
ность системы). 

ТОЧНЫЕ МЕТОДЫ 

Точные методы обычно рассматриваются в курсах линейно 
алгебры, поэтому здесь упомянем коротко основные особенност 
самых распространенных методов для сопоставления с итерацп 
онными, которые обычно изучаются в курсах прикладной мат 
матики. 

Метод Гаусса сводится к двум этапам. На первом осущеа 
вляется приведение исходной системы уравнений с помощы 
преобразований к эквивалентной системе с верхней треугольно 
матрицей (т.е. приведение системы к треугольному виду). Преоб 
разования сводятся к умножению всех членов уравнения на по 
стоянное число, сложению уравнений, выражению отдельных п 
ременных через другие и т.п. Это прямой ход. На втором этап 
т.е. в обратном ходе (снизу вверх), находятся последовательн 
все переменные системы. В отдельных случаях, в частности np 
умножении всех членов }фавнения на очень большое число {иш 
при делении на очень маленькое), появляются большие вычисли 
тельные ошибки, которые обусловливают значительные погреш 
ности результатов решения. 

Более практичным является метод оптимального искпюче 
ния, представляющий собой видоизменение метода Гаусса 
требующий меньше памяти для решения. Здесь обратный хо 
соединен с прямым ходом за счет исключения всех уже выражен 
ных переменных из вышестоящих уравнений. 

Упомянем также метод Крамера (с использованием опреде 
лителей), который требует оч'ень больших вычислений уже np 
прямом решении систем из пяти—десяти уравнений, приведена 
матрицы v4 к форме произведения двух треугольных матриц, чп 
позволяет свести решение заданной системы к последовательно 
му решению двух систем с треугольными матрицами, что являет 
ся задачей более простой. Поэтому вычисления определителе 
для матриц высокого порядка осуществляются обычно прибли 



женными методами, и метод Крамера перестает быть в полное 
смысле точным. 

Во всех методах этой группы может появляться накапливаю 
щаяся вычислительная ошибка (не алгоритмическая!). Для е 
контроля (а не для ухфавления ею!) применяют специальны 
приемы. Например, в методе Гаусса к каждой строке добавляю 
еще один член, который равен сумме всех коэффициентов строки 
С этим членом делают те же операции, что и с коэффициентам 
уравнения. На каждом шаге проверяют равенство суммы коэффи 
циентов и "контрольного" добавленного члена: разница говорит о 
появлении накопившейся вычислительной погрешности. Можн 
оценивать не только абсолютную, но и относительную ошибку 
равенстве суммы коэффициентов и "контрольного" добавленног 
члена. Таким образом, точные методы могут давать результат 
погрешностью, которой трудно управлять и которая в ряде случа 
ев может оказаться значительной, например при высоких поряд 
ках системы. 

В заключение отметим, что системы с плохо обусловленными 
матрицами коэффициентов нецелесообразно решать указанными 
методами вследствие возможности появления очень больших 
ошибок. 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ 

Эти методы дают возможность найти решение системы как 
предел бесконечного вычислительного процесса, позволяющего 
по уже найденным приближениям к решению построить следую 
щее, более точное приближение. Важной чертой таких методо 
является их самоисправляемость и простота реализации. Если в 
точных методах ошибка в вычислениях, когда она не компенси 
руется случайно другими ошибками, неизбежно ведет к ошибкам 
в результате, то в случае сходящегося итерационного процесса 
ошибка в каком-то приближении исправляется в последующих 
вычислениях, и такое исправление требует только нескольких 
лишних шагов единообразных вычислений. 

Условия и скорость сходимости каждого итерационного про 
цесса существенно зависят от свойств уравнений, т.е. от свойств 
матрицы системы и от выбора начальных приближений. 
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Метод простой итерации. В этом методе исходную систему 
уравнений ах=В предварительно приводят к виду х = Сс + £>, где 
det С 9t0. Зная какое-либо приближениех" «(xf, xj х°), мож­
но получить х' (здесь верхним индексом обозначен номер итера­
ции) из соотношения х' =Cx^+D, затем аналогично х^ -Cx^+D, 
х' = Сх^ +i? и т.д. В общем случае алгоритм записывается сле­
дующим образом: 

х ' = Сх'"' -)-£>. 

Последовательность х°, х', х^ х' х', ... будет сходиться 
к решению х*, если для матрицы С выполняется одно из nepa^ 
венств: 

Д с ^ | < 1 (1=1.2 й), 
J 

Y}cy\<\ (/=1.2 я). 
i 

Очень часто в качестве начального приближения берут вектор 
D, т.е. x°=Z). Тогда нетрудно оценить погрешность после i-ro 
приближения 

\\х X II S , 

где II II—любая из некоторого набора стандартных норм матри­
цы, например, 

||С||, = max^lCj,! < 1 или Hdb = raaxj^lcij] < 1. 

Последнее соотношение позволяет организовать решение 
системы линейных уравнений с заранее заданной погрешностью 
Е, используя условие 

е ^ rnfim 
i-licii ' 
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и даже определять необходимое количество итераций i для 
достижения заданной погрешности. 

Пример. 
Рассмотрим систему уравнений: 

4,5x, -1,8x2 +3,6x3 =-1,7; (1) 
3,Ьс1 +2,3x2 -Ь2хз =3,6; (2) 
1,8х, +2,5x2 +4,6хз =2,2. (3) 

Для выполнения условий сходимости приведем систему к ви­
ду, в котором элементы главной диагонали превосходили бы ос­
тальные элементы строк. Преобразования носят неформальный 
характер, требуют определенных навыков. В данном случае но­
вые уравнения с нужными свойствами получим следующим пу­
тем: 

первое уравнение — путем сложения (1) + (2), 
второе уравнение — путем сложений и умножений 2 • (3) + 

+ (2)-(1). 
третье уравнение — путем вычитания (3) - (2). 
При этом получим следующую эквивалентную систему: 

7,6х, +0,5x2 +2,4хз =1,9; 
2,2x1+9,1x2+4,4x3=9,7; 

-1,3х, +0,2x2 +5,8хз =-1,4. 

Представим диагональные члены в следующем виде: 

7,6xi =10xi -3,4xi; 
9,1x2=10x2-0,9x2; 
5,8x3=10x3-4,2x3. 

Система преобразуется к виду 

10х, =2,4х, -0,5x2 -2,4хз +1,9; 
10x2 = -2,2х, +0,9x2 -4,4хз +9,7; 
Юхз =1,3х, -0,2x2 +4,2хз -1,4. 
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Разделив все на 10, получим: 
Xi =0,24JC, -0,05Д;2 -О Д4Д:З +0,19; 
Х2 =-0,22х, +0,09^2 -0,44хз +0,97; 
Хз =0,13^1 -0,02д;2 +0,42л;з -0,14; 

J^\cy\= 0,24 + 0,05+0,24 = 0,53; 
J 

^\c2j\ = 0,22+0,09+0,42 = 0,77; 
J 

Y,\cy\ = 0,13+0,02 + 0,42 = 0,57. 

| |C|| = max{0,53, 0,77, 0,57} = 0,77 < 1, следовательно, итера 
ционный процесс будет сходиться. 

Рассчитаем число итераций к, например, для получения реше 
ния с погрешностью не хуже 0,001. Его можно найти из выраже 
ния 0,77* -0,97/(1 -0,77) <. 0,001. Здесь 0,77 — норма матрицы С 
0,97 — норма вектора правых частей D. 

Минимальное число итераций будет при знаке равенства в со 
отношении, полученное значение к необходимо округлить в боль 
шую сторону. Опуская очевидные преобразования, получим 

0,77* =0,001 ̂ ~ У = 0,0002371, 

откуда к = 1п(0,0002371) / 1п(0,77) «5,5. 
Следовательно, А: = 6; за 6 итераций можно получить решен» 

с погрешностью не хуже 0,001. 
Алгоритм решения очевиден, приведем несколько первьп 

итераций (табл. 11). 

Таблица 11 

№ 
0 
1 
2 3 

X, 
0,22073 
0.23555 
0.24274 
0.24580 
... 

^ 
1.07710 
1.10352 
1.11171 
1.11406 

X-i 
-0,19356 
-0.21412 
-0.22138 
-0.22366 

Решением является: х, =0,247,^2 =1,1145,Хз =-0,2243. 



Метод Зайделя. Нередко в литературе можно встретить и 
другой вариант названия по фамилии автора — метод Зейделя 
Метод отличается от метода простых итераций прежде всего (в 
основной модификации) в немедленном вводе в вычисления каж­
дого из полученных ис1фавленных значений неизвестных. Для 
иллюстрации метода запишем сначала метод простых итераций в 
скалярной форме: 

х'г^ = СгЛ' + С22Х2 + С2ух\ + ... + Ci„x'„ + d^, 
^3*' = с-цх\ + С32Х2 + Cjjx̂  + ... + c-i^'„ + dy 

в рассматриваемом методе каждая только что найденная пе­
ременная подставляется в следующее уравнение, т.е. алгоритм 
имеет вид 

^2 ~ '-г!^! "•" ^22^2 •*• '-23^3 + ••• + <^2п^п ^ "2» 

Хз = Сз!*] + Сз2^2 + ^33^3 + ••• + ^Зп^п + <̂3> 

"/il-^l + С„2Х^ '̂ + С„зХ^*' + . . . + С„Х + d„. 

Внимательное сравнение двух алгоритмов позволяет увидеть 
принципиальное различие в методах, которое нередко может 
привести к повышенной эффективности второго метода. 

Условия сходимости метода можно представить в форме вы­
полнения одного из следующих соотношений: 

| |С| | ,=тахХк(,1<1 или ||C||2 = max2^1c .̂| < 1. 

Условия окончания поиска аналогичны методу простых ите­
раций. 

Рассмотренные методы широко применяются при вычисле­
нии определителей, обращении матриц, различных преобразова­
ний матриц, заменяя сложные прямые методы. 
98 



Пример. 
Рассмотрим предыдущий пример. Приведем только таблицу 

значений на нескольких первых итерациях, так как все остальное 
будет то же самое (табл.12). 

Таблица 12 

№ 
1 
2 
3 
4 

x^ 
0,2207 
0,2354 
0,2424 
0,2454 

X, 
1,0703 
1,0988 
1,1088 
1,1124 

JC4 
-0,1915 
-0,2118 
-0,2196 
-0,2226 

Как нетрудно заметить, в данном случае последовательность 
медленнее сходится к решению. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. в чем основное отличие точных и приближенных методов ре­
шения систем линейных уравнений? 

2. Каким методом лучше всего решать систему уравнений не­
высокого порядка, например третьего? 

3. В каких случаях предпочтительны итерационные методы ре­
шения систем линейных уравнений? 

4. От чего зависит скорость сходимости метода итераций? 
5. Можно ли получить решение системы высокой размерности 

с погрешностью не хуже заданной? 
6. Каким образом в методе Гаусса можно контролировать нако­

пление вычислительных ошибок? 
7. К точным или приближенным методам относится метод Кра­

мера? 
8. При каком условии будет сходиться метод итераций? 
9. Можно ли заранее оценить число итераций для получения ре­

шения с заданной погрешностью? 
10. Как влияет вычислительная ошибка на точность решения 

системы уравнений методом итераций? 
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основы РЕШЕНИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Дифференциальные уравнения очень часто встречаются при 
построении моделей динамики объектов исследования. Они опи­
сывают, как правило, изменение параметров объекта во времени 
(хотя могут быть и другие случаи). Результатом решения диффе­
ренциальных уравнений являются функции, а не числа, как при 
решении конечных уравнений, вследствие чего методы решения 
их более трудоемки. Особенно это касается дифференциальных 
уравнений в частных производных. В данном пособии такие ме­
тоды не рассматриваются. Владение методами решения диффе­
ренциальных уравнений обязательно при моделировании и очень 
важно для получения правильного результата. 

КОНЦЕПЦИЯ РЕШЕНИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

При использовании численных методов решение дифферен­
циальных уравнений dyldx =f(x,y) или у' =f(x,y) представля­
ется в табличном виде, т.е. получается совокупность значений у^ 
и Xj. Решение носит шаговый характер, т.е. по одной или по не­
скольким начальным точкам (х, у) за один шаг находят следую­
щую точку, затем следующую и т.д. Разница между двумя сосед­
ними значениями аргумента А =х,̂ ., -jc,- называется шагом. 

Наибольшее распространение имеют задачи Коши, в которых 
заданы начальные условия: при X=XQ у{хо) = уо. Имея их, легко 
начинать процесс решения, т.е. найти y^ при х^,у2 — при Х2 и т.д. 
Задачи другого типа — краевые задачи (например, с конечными 
условиями или с условиями в промежуточной точке)—решаются 
специальными приемами, в том числе нередко сведением к дру­
гим эквивалентным задачам с начальными условиями. 

Выделяют два класса методов решения: одношаговые и мно­
гошаговые. Первый класс методов требует для нахождения сле­
дующего значения функции только одной текущей точки, т.е. 
У1+1 = ^\f(.Xi,yt)], а второй — нескольких, например, у^^^ = 
=/'(у,_з,>',_2.>',-1»>'/)- Поэтому методы второго класса не облада-
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ют свойством самостартования , т.е. ими нельзя начать решени 
задачи Коши, это всегда делается одношаговыми методами. К не 
достаткам многошаговых методов относится также и невозмож 
ность изменения в процессе решения величины шага (так как ош 
используют предыдущие точки с ранее применяемым шагом, 
учет меняющегося шага очень сложен и громоздок), что бывас 
необходимо для повышения эффективности метода. Заметим, чт 
величина шага существенно влияет на точность и скорость реше 
ния, поэтому изменение ее в процессе решения—увеличение np 
медленно изменяющемся решении и уменьшение при быстр 
изменяющемся — очень важно для эффективности решения. 
достоинствам многошаговых методов относят в основном мень 
ший объем памяти компьютера, требующейся для реализации, 
возможность теоретической оценки погрешности решения. Пред 
ставителем класса многошаговых методов являются методы про 
гноза и коррекции. К классу одношаговых методов относятся м» 
тоды Эйлера, Рунге — Кутта и др. 

Основная идея получения простейших вычислительных алго 
ритмов в одношаговых методах сводится к разложению искомог 
решения у(х) в ряд Тейлора в окрестности текущей точки и усече 
ния его. Количество оставленных членов ряда определяет поря 
док и, следовательно, точность метода. По полученному разложе 
нию, зная значение у в точке разложения у^ и производнук 
f(Xi,yi), находят значение функции у через шаг /t: у.^^ =у^ + Ду 
Если в разложении удерживается большее число членов, то необ 
ходимо рассчитывать f(Xi,yi) в нескольких точках (таким спо 
собом избегают необходимости прямого вычисления высппа 
производных, присутствующих в разложении в ряд Тейлора) 
Расчетные алгоритмы многошаговых методов базируются на по 
строении интерполяционных или аппроксимирующих функций 
от которых берется интеграл. 

Численными методами решаются не только отдельные урав 
нения, но и системы уравнений (чаще всего первого порядка) 
причем большинство методов решения одного уравнения легк 
распространяются на решение систем. Дифференциальные урав 
нения высших порядков вида 

/'•^=Ях,у,у',у'',...,/"-'Ь 
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решаются в основном сведением к системе уравнений первого по­
рядка путем замены переменных: у^ = у', у^ = у", Д'з = >'" и т.д. При 
этом дифференциальное уравнение п-то порядка заменяется сис­
темой из п уравнений: 

у'=Ух, 
У\ =У2' 
У2 =УЗ' 

У'п-1=Ях,У,У1,У2,.:,У„-1)-

ОСНОВНЫЕ МЕТЬДЫ 

МЕТОД ЭЙЛЕРА 
И МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД ЭЙЛЕРА 

Метод Эйлера является одним из самых простых методов ре­
шения дифференциальных уравнений первого порядкау'=/(х,у). 
Он в основном используется как учебный, в практических расче­
тах он дает значительную погрешность. Вычислительный алго­
ритм представляется следующим образом: 

где А 
У 

Ум =Х^,- +h) = yi +Ayi =У1 +hfiXi,yi), 

шаг по X (в общем случае может быть непостоянным). За­
пускается метод из начальных 
условий Хдсо)=>'о-

На рис. 12 приведена 
графическая интерпретация 
метода Эйлера. Величины а] 
и а2 определяются из усло­
вий: tga, =Дхо,Уо) и tgttj = 
=Axi,y\), 4У1 =^ЯХО,УО). 
Ау2 = Ax/(^i ,>',); расчетные 
значения функции — по соот­
ветствующим соотношениям. 

Рис. 12. Иллюстрация метода 
Эйлера 
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Пример 1. 
Решить дифференциальное уравнение вида у' =2х^ +2у np 

начальных условиях XQ =0, Х*о) = ̂  '^ шагом h =0,1 на интерват 
[О, 1]. Это уравнение имеет аналитическое решение у =1,5е^ 
-х^ -X -0,5. Для контроля решения численным методом приве 
дем наряду с численным и точное решение. 

Первый шаг: _у, = j ; ^ + hf(xQ,y^ = 1 + 0,1(2 • О+2 • 1) = 1,2. 
Второй шаг: JV2 =:>'i+A/(jc„>',)=1,2+0,1(2 0,142 • 1,2) = 1,442 
Процесс вычислений по приведенной формуле не представля 

ет трудностей, поэтому приведем остальные результаты (чере 
точку) в табл. 13. 

Таблица 13 

X 
Точное решение 
Приближенное 
решение 

0 
1 
I 

0,2 
1,4977 

1,4420 

0,4 
2,2783 

2,1041 

0,6 
3,5202 

3,1183 

0,8 
5,4895 

4.6747 

1.0 
8,5836 

7,0472 

Для повышения точности на практике используют модифици 
рованный метод Эйлера второго порядка. Он имеет следующи 
вычислительный алгоритм: 

Ум =У1 +0$h[fiXf,yi)+fixM,yi^i)]. 

Здесь в формуле используется значение/(JC,+I ,>',+I)с еще пок 
неизвестным значением д',.̂ ,. Это значение может быть найден 
предварительно, например, по методу Эйлера, а затем использо 
вано в алгоритме. Если же выражение f{x,y) несложное, то мож 
но выразить у^^^ из уравнения в явном виде и найти его или ре 
шить его относительно _у,.̂ ., численными методами. 

Точность вычислений обычно контролируют двойным про 
счетом: сначала вычисляют решение уравнения на каком-то теку 
щем шаге h, т.е. находясь в точке дг,- и вычисляя значение >̂ дс,+А)= 
=у]^ ,̂ затем в эту же точку дс,.̂ , приходят за два шага по Л/2, полу 
чают у^^^, сравнивают их: если для обоих вариантов различи 
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\y]+i ~yf+i\ в пределах желаемой погрешности, TO решение прини­
мают, а если нет, то опять делят шаг на два и т.д., до тех пор, пока 
не получится приемлемый результат. Однако следует помнить, 
что при очень маленьком шагЬ, получающемся в результате его 
последовательного деления, может значительной оказаться нака­
пливающаяся вычислительная ошибка. 

Пример 2. 
Условие задачи сформулировано в примере 1. Первый шаг (по 

методу Эйлера): 

y^=yo + hf{xo,y^) = \+Q,\{20^2-\) = \,2. 
Первый шаг по модифицированному методу: 

У\ =>'o + fC/"(^o.>'o)+/(^i.>'i)] = 

= 1 + ^[(2-0+21)+(20,1Ч2-Ц)] = 1,221. 

Второй шаг (по методу Эйлера): 

>'2=>'1+Л/(х„>',) = 1.2214-0,1(20,1Ч2-1,221) = 1,473. 

Второй шаг по модифицированному методу: 

= 1,221 + ^[(20,1Ч21,221)+(2-0ДЧ21,221)] = 1,4923. 

Результаты дальнейших шагов (череэ точку) представим в 
табл. 14. 

Таблица 14 

X 

Точное решение 
Приближенное 
решение 

0 
1 

1 

0,2 
1,4977 

1,4923 

0,4 
2,2783 

2,2466 

0,6 
3,5202 

3,4176 

0,8 
5,4805 

5,2288 

1.0 
8,5836 

8,0032 
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МЕТОД РУНГЕ — КУТТА 

Существует целая группа методов Рунге — Кутга (в послед­
ние годы начинает в литературе появляться "русский" вариант 
произношения фамилий авторов метода, в соответствии с кото­
рым название звучит как метод Рунге — Кутгы), среди которых 
наибольшее распространение получил метод четвертого порядка 
Следовательно, он более точен, чем метод Эйлера, который явля­
ется методом первого порядка. Для расчета одного значения 
функции необходимо четыре раза вычислять правую часть диф­
ференциального уравнения, а не два, как в модифицированном 
методе Эйлера второго порядка. Вычислительный алгоритм запи­
сывается следующим образом: 

к^+Ок',+'2к^ + кл 
Ум=У1+-' ^ 

к, где k^=hf(x„y,r, *2=Л/(^ .+ | . > ' ,+f) ; 
k,=hf(xi+^, 7 , + ^ ) ; k, = hf(x,+h, у1+к,). 

Здесь также для контроля точности можно применять прием 
двойного просчета. 

Пример 3. 
Условие задачи сформулировано в примере 1. На первом шаге 

по приведенным для ̂ ,, Агз, к^, к^ формулам получим: 
А:, =0,Х2-0+2 1)=0,2; Агг =0,1(2-0,05^+2(1+0,2/2)) =0,221; 

itj = 0,1(2 • 0,05^ + 2(1+0,221/2)) = 0,223; 
к^ =0,1(2 0,1^ +2(1 +0,223)) =0,247; 

, 0,2+2-0.221+2 0,223+0,247 , ^ „ , У =1 + -: г —! 2 = 1,2221. 
о 

На втором шаге получим: 
Аг) =0,246; *2 =0,274; ATJ =0,276; )t4 =0,308. 

соответственно будет 
у -1,2221 I 0»246+2-0,274+20,276+0,308_^^^^^.^ 
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Дальнейшие результаты (для компактности через точку) 
представлены в табл. 15. 

Таблица 15 

X 

Точное решение 
Приближенное 
решение 

0 
1 

1 

0,2 
1,4977 

1,4977 

0,4 
2Д783 

2Д783 

0.6 
3,5202 

3,5201 

0,8 
5,4805 

5,4894 

1,0 
8,5836 

8,5834 

МЕТОД МИЛНА 

Метод Милна относится к многошаговым методам и пред­
ставляет один из методов прогноза и коррекции. Решение в сле­
дующей точке находится в два этапа. На первом этапе осуществ­
ляется по специальной формуле прогноз значения функции, а 
затем на втором этапе — коррекция полученного значения. Если 
полученное значение >» после коррекции существенно отличается 
от спрогнозированного, то проводят еще один этап коррекции. 
Если опять имеет место существенное отличие от предыдущего 
значения (т.е. от предыдущей коррекции), то проводят еще одну 
коррекцию и т.д. Однако очень часто ограничиваются одним эта­
пом коррекции. 

Метод Милна имеет следующие вычислительные формулы: 
• этап прогноза: 

>',ч1=>',-з+4|(2/,-_2-/,_,+2/,). 

где для компактности записи использовано следующее обозначе­
ние/,. =/(х,.,>',.); 

• этап коррекции: 

Ум =У1-\ + f (Хч! +4/;- +>',>!)• 

Абсолютная погрешность определяется по формуле Б « 
« \Уих -^м1/29. 
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Метод требует несколько меньшего количества вычислени 
(например, достаточно только два раза вычислить/(д;,_у), осталь 
ные запомнены с предыдущих этапов), но требует дополнитель 
ного "расхода" памяти. Кроме этого, как уже указывалось выше 
невозможно "запустить" метод: для этого необходимо предвари 
тельно получить одношаговыми методами первые три точки. 

Принер 4. 
Условие задачи сформулировано в примере 1. Первые три 

точки получаем методом Рунге — Кутта, поэтому они полностью 
совпадают с результатами предыдущего метода. С вычислитель 
ной точки зрения приведенные алгоритмы не представляют труд 
ностей, поэтому в качестве результатов примера приведем 
табл. 16 только итоговые значения как для прогноза, так и для 
коррекции. 

Таблица 16 

X 

Точное решение 
Прогноз 
Коррекция 

0 
1 
1 

0.2 
1,4977 
1,4977 

-

0,4 
2,2783 
2,2783 
2Д781 

0,6 
3,5202 
3,5201 
3,5298 

0,8 
5,4805 
5,4895 
5,4890 

1,0 
8,5836 
8,5835 
8,5828 

Из сравнения результатов вычислений различными методами 
видна разница в рассмотренных методах. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

Метод Эйлера 
1. Что является решением дифференциального уравнения? 
2. Необходим ли поиск начальных условий в методе Эйлера? 
3. К какой группе относится модифицированный метод Эй 

лера? 
4. Почему точность метода Эйлера пропорциональна h, а мо 

дифицированного — А ?̂ 
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5. Метод Эйлера относится к одношаговым методам. В чем ос 
новное отличие одно- и многошаговых методов? 

6. Можно ли методом Эйлера решать системы дифференциаль 
ных уравнений? 

7. Можно ли использовать метод Эйлера для решения задач, н 
относящихся к задачам Коши? 

8. Обязательно ли необходимо задание начальных условий при 
решении дифференциального уравнения методом Эйлера? 

9. В чем заключается отличие явных и неявных вычислитель 
ных схем в модифицированном методе Эйлера? 

10. Можно ли оценить погрешность решения дифференциально 
го уравнения, не зная точного решения? 

Метод Рунге — Кутта 
1. Сколько раз необходимо на каждом шаге вычислять правую 

часть уравнения при использовании метода четвертого по 
рядка? 

2. Как можно оценить погрешность решения дифференциаль 
ного уравнения при использовании метода Рунге — Кутта? 

3. Можно ли задавать погрешность решения при автоматиче 
ском подборе шага в относительных величинах? 

4. Сколько предыдущих значений функции нужно иметь, чтобы 
сосчитать одно следующее значение? 

5. К какой группе методов (аналитические или численные) от­
носится имеющий аналитическое выражение от искомого 
значения функции метод Рунге — Кутта? 

6. Как записывается рекуррентная формула метода четвертого 
порядка? 

7. Что можно отнести к недостаткам метода, например, самого 
распространенного четвертого порядка? 

8. Как зависит погрешность метода от величины шага решения? 
9. Возможно ли применение переменного шага в методе 

Рунге — Кутта? 
10. Каким образом можно организовать автоматический подбор 

шага решения уравнения? 
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Многошаговые методы 
1. Каковы достоинства многошаговых методов? 
2. За сколько этапов реализуется метод Милна? 
3. Что делается на этапе прогноза? 
4. Что делается на этапе коррекции? 
5. Являются ли многошаговые методы итерационными? 
6. Почему на каждом шаге многошаговые методы могут ис­

пользовать меньшее количество раз вычисления правых час­
тей уравнения? 

7. Можно ли оценить погрешность метода Милна? 
8. Почему для запуска многошаговых методов используют од-

ношаговые методы? 
9. Можно ли методами прогноза и коррекции решать системы 

дифференциальных уравнений? 
10. Какой важный для практического применения метода показа­

тель определяется порядком метода? 



МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ 

Методы оптимизации — поиска экстремума функции (в 
практических задачах — критериев оптимальности) при наличии 
ограничений или без ограничений очень широко используются на 
практике. Это прежде всего оптимальное проектирование (вы­
бор наилучших номинальных технологических режимов, элемен­
тов конструкций, структуры технологических цепочек, условий 
экономической деятельности, повышение доходности и т.д.), 
оптимальное управление, построение нелинейных математиче­
ских моделей объектов управления (минимизации невязок раз­
личной структуры модели и реального объекта) и многие другие 
аспекты решения экономических и социальных проблем (напри­
мер, управление запасами, трудовыми ресурсами, транспортны­
ми потоками и т.д. и т.п.). 

Существует достаточно большое количество численных ме­
тодов оптимизации. В данном пособии рассмотрены основные из 
них, классифицирующиеся следующим образом: 

1. По размерности решаемой задачи: одномерные и многомер­
ные. 

2. По способу формирования шага многомерные методы де­
лятся на следующие виды: 

2.1. Градиентные. 
• по способу вычисления градиента: с парной пробой и с 

центральной пробой; 
• по алгоритму коррекции шага; 
• по алгоритму вычисления новой точки: одношаговые и 

многошаговые. 
2.2. Безградиентные: с поочередным изменением переменных 

и с одновременным изменением переменных. 
2.3. Случайного поиска: с чисто случайной стратегией и со 

смешанной стратегией. 
3. По наличию активных ограничений. 
3.1. Без ограничений (безусловные). 
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3.2. С ограничениями (условные): 
• с ограничениями типа равенств; 
• с ограничениями типа неравенств; 
• смешанные. 
В пособии представлены пять тем: 
1. Одномерная оптимизация. 
2. \1ногомерная безусловная градиентная оптимизация. 
3. Многомерная безусловная безградиентная оптимизация. 
4. Многомерная безусловная случайная оптимизация. 
5. Многомерная условная оптимизация. 
Методы одномерной оптимизации являются базой для не­

которых "многомерных" методов. В многомерной градиентной 
оптимизации строится улучшающая последовательность в зави­
симости от скорости изменения критерия по различным направ­
лениям. При этом под улучшающей последовательностью пони­
мается такая последовательность дго, дс,,..., jc,.,..., в каждой точке 
которой значение критерия оптимальности лучше, чем в преды­
дущей. В безградиентных методах величина и направление шага 
к оптимуму при построении улучшающей последовательности 
формируется однозначно по определенным детерминированным 
функциям в зависимости от свойств критерия оптимальности в 
окрестности текущей точки без использования производных (т.е. 
градиента). Случайные методы используются в задачах высокой 
размерности. Многомерная условная оптимизация учитывает ак­
тивные ограничения, выраженные в виде равенств и неравенств. 
В каждом из рассмотренных направлений имеется большое число 
методов, обладающих своими достоинствами и недостатками, ко­
торые зависят прежде всего от свойств тех функций, экстремум 
которых ищется. Одним из сравнительных показателей качества 
метода является количество значений функщи, которое нужно 
вычислить для решения задачи с заданной погрешностью. Чем 
это число меньше, тем при прочих равных условиях эффективнее 
метод. 

Эти темы охватыэают широкий спектр методов и являются 
достаточным минимумом, необходимым для дальнейшего ус­
пешного решения различных задач оптимизации, возникающих 
при математическом моделировании реальных технологических 
и экономических объектов и управлении ими. 

В теоретических и математических задачах принято рассмат­
ривать задачи оптимизации как задачи поиска минимума функ-
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ции. Даже методы имеют общее название — методы спуска. Од 
нако при решении реальных практических задач очень часто 
встречаются задачи и на максимум (например, максимизация до 
хода, объема выпуска продукции и т.д.). Конечно, легко перейти 
от одного вида экстремума к другому путем смены знака у крите 
рия оптимальности, но это делают в прикладных нематематиче 
ских задачах не всегда, чтобы не терять содержательную нить за 
дачи. Поэтому в данной книге не делается упор на поиск именно 
минимума, тем более что практически все методы могут искать и 
минимум, и максимум при незначительных изменениях в алго 
ритмах. Это поможет не потерять контакт со многими нематемги 
тическими изданиями, полезными в профессиональной деятель 
ности. 

ОДНОМЕРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 

КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ 
В данном разделе рассматриваются методы решения одно 

мерных задач оптимизации вида 
Щх) -> maxIa<x<b, 

где X — скаляр, а яЬ — соответственно минимальное и макси 
мальное возможные значения переменной х. 

В основном рассматриваются алгоритмы, связанные с по 
строением улучшающей последовательности. Решением задачи 
называется дс*, при котором R{x*) > Щх) для любого значения 
а<х<Ь. При практическом решении задач не будем различать 
два значения д:,. и х,.̂ ,, если |дг, -Ar,+i| й е, где г — задаваемая по­
грешность решения. 

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 

МЕТОД СКАНИРОВАНИЯ 
Метод заключается в последовательном переборе всех значений 

а<х<Ьс шагом е (погрешность решения) с вычислением крите­
рия оптимальности R в каждой точке. Путем выбора наибольшего 
из всех вычисленных значений /? и находится решение задачи jc*. 
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(H 11̂  --'.л i 

Достоинство метода в том, что можно найти глобальный мак 
симум критерия, если R(x) — многоэкстремальная функция. F 
недостаткам данного метода относится значительное число пов 
торных вычислений R(x), что в случае сложной функции R{x 
требует существенных затрат времени. 

На практике можно реализо­
вать одну из основных модифи­
каций метода — последователь­
ное уточнение решения, или 
сканирование с переменным ша­
гом (рис. 13). 

На первом этапе сканирова­
ние осуществляют с крупным 
шагом, затем отрезок, внутри 
которого получено наибольшее 
значение Я{х), разбивается на 
более мелкие отрезки, ищется 
новый отрезок, внутри которого 
находится уточненное значение 
максимума. Он (новый отрезок) 
опять делится на более мелкие и 
т.д., до тех пор, пока величина 
отрезка, содержащего максимальное значение R(x), не буде 
меньше заданной погрешности. Главный недостаток этого вари 
анта метода — возможность пропуска "острого" глобального 
максимума R{x). 

Рис. 13. Иллюстрация моди­
фицированного метода ска­
нирования: 1 — интервал, 
включающий в себя искомый 
максимум функции после 
первого этапа сканирования 
(исходный участок разбит на 
5 участков); 2 — то же, после 

второго этапа 

Пример. 
Дана функция R(x) = D sm(Ax'^ +С), где коэффициенты име 

ют следующие значения: А =1,0, В =1ДС =1,0, D =1,0. Найти мак 
симум на интервале: [-1,2]. Ошибка задается по jc: е =0,05. 

Р е з у л ь т а т ы расчетов . Разобьем весь интервал на че 
тыре подынтервала (крупный шаг), координаты х будут следую 
щими: дс, =-0,25,дг2 =0,5,^3 =1,25. 

Соответственно значения критерия равны: /?i =0,68163, i?2 = 
=0,9974, Лз = 0,77807. Следовательно, в качестве нового отрезка 
выбираем отрезок [-0,25, 1,25], так как внутри него находится 
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максимальное значение: XQ =0,5, RQ =0,99749499, О — номер ите­
рации (после первого этапа). Разбиваем его снова на четыре час­
ти, имеем значения: Х] =0,125, Xj =0,5,Хз =0,875. Вычислив R(x) в 
этих точках, получим, что новый интервал, внутри которого ле­
жит экстремум, равен [0,125,0,875]. 

Далее в табл. 17 приводятся только координаты середин от­
резков, при которых критерий имеет наибольшее значение, номер 
итерации и значение критерия. 

Таблица 17 

№ 
1 
2 
3 

X 

0,50000000 
0,50000000 
0,59375000 

R 
0,99749499 
0,99749499 
0,99973658 

№ 
4 
5 

X 

0,57031250 
0,59375000 

R 
0,99999988 
0,99973658 

Всего проведено 6-3 = 18 вычислений критерия оптималь­
ности. 

МЕТОД ДЕЛЕНИЯ ПОПОЛАМ 

Метод основан на делении текущего отрезка [а, Ь], где содер­
жится искомый экстремум, на две равные части с последующим 
выбором одной из половин, в которой локализуется максимум в 
качестве следующего текущего отрезка. Экстремум локализуется 
путем сравнения двух значений критерия оптимальности в точ­
ках, отстоящих от середины отрезка на 8 / 2, где г — погрешность 
решения задачи оптимизации. 

Если R(x + е /2) > R(x - е /2), то максимум располагается на пра­
вой половине текущего отрезка [а, Ь], в противном случае — на 
левой. 

Процесс поиска завершается при достижении отрезком [а, Ь] 
величины заданной погрешности е. 

К недостаткам метода относится его работоспособность толь­
ко для одноэкстремальных функций R(x) (т.е. таких, которые со­
держат один экстремум того типа, который мы ищем в задаче), 
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Рис. 14. Иллюстрация метода 
половинного деления: 1 — ин­
тервал, включающий в себя 
искомый максимум функции 
после первого этапа (первого 
деления пополам); 2, 3 — то 
же соответственно после вто­

рого и третьего этапов 

так как в других случаях при сравнении двух критериев в сосед­
них точках невозможно правильно выбрать следующий интервал, 
где находится максимум. 

На рис. 14 приведены три 
этапа метода половинного деле­
ния. Сплошными вертикальны­
ми линиями отмечены середины 
отрезков, а пунктирными — вы­
числяемые значения критерия 
оптимальности слева и справа на 
£/2 от середин. 

Существует и другой вари­
ант алгоритма, заключающийся 
в следующем. После нахожде­
ния середины отрезка (напри­
мер, точка С]) в одной из полови­
нок (допустим, в левой) находят 
среднюю точку (точка Cj) и, срав­
нивая значения функции в этих точках, определяют, в какой из 
половинок находится экстремум. Если R{c{)< Rici), то в качестве 
следующего отрезка выбираем отрезок [а, С|], если же R(c^)> 
> R(C2), то берут новую точку в середине правой половины (точка 
Сз) и в ней вычисляют функщ1Ю. В зависимости от сравнения зна­
чений функции в точках с^ и Cj выбирают новый отрезок [cj, b] 
или [С2, Сз] и т.д. 

Второй вариант метода не имеет с точки зрения эффективно­
сти принципиального отличия от первого, так как эффективность 
принято оценивать по наихудшему варианту (т.е. по двум вычис­
лениям f(x) на каждом шаге). В первом варианте метода есть 
одна особенность, которая его делает очень эффективным при 
экспериментальном отыскании экстремума (например, при авто­
матической настройке технических систем или при практическом 
поиске наилучших условий деятельности экономического объек­
та). Малые отклонения от текущей точки обеспечивают в процес­
се поиска отсутствие "шараханий", сопровождающихся резкими 
отклонениями состояния системы. 
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Пример. 
Дана функция Щх) = D sin(vtc*+C), где коэффициенты имеют 

следующие значения: 4̂ = 1Д 5 = 1,0, С = 1,0, Z? = 1,0. Найти макси­
мум на интервале: [-1, 2]. Ошибка задается по х: Е =0,05. 

Результаты р а с ч е т о в . Середина отрезка JCQ= 0,5000, 
значение критерия RQ =0,9975, значение R(0,5 - е /2) = Л(0,475) = 
=0,97922273, значение К{0,5 + е /2) = Л(0,525) = 0,9989513. Следо­
вательно, искомый максимум лежит в правой половине отрезка, 
т.е. теперь отрезком является [0,5, 2]. 

Далее приводятся только координаты середин отрезков с но­
мером итерации, значения критерия в них и указывается новый 
отрезок (тфавый или левый). 

JC1 = 1Д5000000 R1 = 0,77807320 левый 
Jt2 = 0,87500000 Л2 = 0,95408578 левый 
xj = 0,68750000 Лз = 0,99319785 левый 
Л4 = 0,59375000 Л4 = 0,99973658 левый 
Л5 = 0,54687500 Л5 = 0,99971390 

1̂4 -X5|<e, поэтому в качестве решения можно принять лю­
бое из этих значений или середину между ними. 

Всего восемь раз (4 • 2 = 8) вычислялся критерий оптимально­
сти (не считая вычислений непосредственно в середине отрез̂ са, 
которые не используются в алгоритме метода). 

МЕТОД ЗОЛОТОГО СЕЧЕНИЯ 

Метод основан на делении текущего отрезка [а, Ь], где содер­
жится искомый экстремум, на две неравные части, подчиняющие­
ся правилу золотого сечения, для определения следующего отрез­
ка, содержащего максимум. 

Золотое сечение определяется по правилу: отношение всего 
отрезка к большей его части равно отношению большей части от­
резка к меньшей. Ему удовлетворяют две точки end, располо­
женные симметрично относительно середины отрезка. 

аЬ _ сЬ_. аЬ _ ad 
cb ас' ad db 
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Путем сравнения Л(с) и R(d) определяют следующий отрезок, 
где содержится максимум. Если R{d) > R(c), то в качестве сле­
дующего отрезка выбирается отрезок [с, Ь], в противном слу­
чае — отрезок [a,d]. 

Новый отрезок снова делится на неравные части по правилу 
золотого сечения. Следует отметить, что точка ^является и точ­
кой золотого сечения отрезка [с, Ь], т.е. 

cd 
cd_ 
cb 

Поэтому на каждой следующей итеращ1И (кроме "запуска" 
метода на исходном отрезке) нужно вычислять только одно зна­
чение критерия оптимальности. 

Существуют аналитические формулы для расчета новой точ­
ки на отрезке, где находится максимальное значение /?(х), кото­
рую нетрудно получить: 

с = а + {Ь-а) • f s . 1. d^b -{b-a) ^5- 1 

Условие окончания поис­
ка — величина отрезка, содер­
жащего максимум, меньше за­
данной погрешности. 

Метод обеспечивает более 
быструю сходимость к реше­
нию, чем многие другие ме­
тоды, и применим, очевидно, 
только для одноэкстремаль-
ных функций'. 

На рис. IS приведены два 
этапа поиска максимума функ­
ции методом золотого сече­
ния. 

R 

, 2 
1 Л 

Рис. 15. Иллюстрация метода 
золотого сечения: 1 — интер­
вал, включающий в себя иско­
мый максимум функции после 
первого этапа (первого золото­
го сечения в точках cKd),2 — 
то же, после второго этапа (но­

вая точка е и старая точка d) 

В практических задачах под одноэкстремальной функцией понимают 
функцию, содержащую один экстремум того типа, который ищется в задаче. 
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Пример. 
Дана функция R{x) =sin{Ax"+С), где коэффициенты имеют 

следующие значения: А = 1,0, В = 1,0, С = 1,0, D = 1,0. Найти макси­
мум на интервале: [-1,2]. Ошибка задается по х: е =0,05. 

Р е з у л ь т а т ы р а с ч е т о в . Для "запуска" метода найдем 
две симметричные точки золотого сечения для отрезка [-1,2]: 

xi =0,145898, Х2 =0,85410197. 
Значения критериев в этих точках соответственно i?(xj) = 

=0,911080, ^(jCj) =0,960136. Следовательно, новым отрезком яв­
ляется [0,145898,2], внутри которого находится максимальное из 
найденных значений R. Точка золотого сечения для нового отрез­
ка будет jcj =0,58359214, а Л(хз) =0,99991813. Далее приведены 
только координаты лучших точек при очередном шаге, номер ша­
га и значения критерия в этих точках. 

хз = 0,58359214 Лз = 0,99991813 Х4 = 0,58359214 Л4 = 0,99991813 
;с5 = 0,58359214 Л5 = 0,99991813 л* = 0,58359214 Лб = 0,99991813 
Х7 = 0,58359214 Л7 = 0,99991813 ;(8 = 0,55920028 Лв = 0,99993277 
;с9 = 0,55920028 Л9 = 0,99993277 

Всего было проведено 10 вычислений критерия оптималь­
ности. 

МЕТОД ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ 
АППРОКСИМАЦИИ 

Метод заключается в замене нелинейной функции R(x) квад­
ратичной параболой R^x), построенной по трем точкам, принад­
лежащим R(x), с последующим нахождением max параболиче­
ской функции, используя аналитические условия оптимальности: 
dR/dx =0. 

На первом этапе в качестве исходных трех точек используют­
ся х, = а, ^2 = 6 и Xj =(a+b)/2. В этих точках вычисляется R{x) и 
по полученным точкам R(x{), ^(xj), Л(хз) строится парабола /?2 = 
=С2Х^ +CiX +Со, коэффициенты которой находятся из решения 
соответствующей системы уравнений: 

Л2(Х,)=Л(ДС,), R2(X2) = RiX2), Л2(Хз)=Л(ДСз). 

118 



Условие оптимальности приводит к уравнению х^=-С^1(2С'^ 
где JC4 — точка максимума параболы R^^x). Далее выбирается но 
вый отрезок, внутри которого находится точка х». и, используя Хз 
х^, строится новая парабола, по которой уточняется положени 
максимума R(x) и т.д. до тех пор, пока величина отрезка, внутр 
которого находится максимум, не будет меньше заданной по 
грешности S. Таким образом, метод имеет итерационный харак 
тер. Можно строить параболу на каждом шаге и по трем послед 
ним точкам, но только в том случае, если точно известно, что 
функция гладкая и одноэкстремальная. В противном случае пер 
вый вариант даст лучший результат. 

К достоинству метода относится высокая скорость сходимо 
сти к оптимуму, хотя метод может не всегда сходиться к нему. 

На рис. 16 приведены два случая применения метода парабо 
лической аппроксимации: а) рассмотрена ситуация, когда метод 
параболической аппроксимации сходится к решению, уже на 
третьем этапе парабола, построенная по точкам x^tX^, Ху практи 
чески совпадает с исходной функцией; б) парабола не имеет мак 
симума уже на втором этапе. 

Рис. 16. Иллюстрация метода параболической аппроксимации: а— 
решение найти можно; б — решение найти нельзя; 1 — функция, 
экстремум которой ищется; 2 — аппроксимирующая парабола пер­
вого этапа, построенная по точкам л;,, Х2,х^',3 — аппроксимирую­
щая парабола второго этапа, построенная по точкам jcj, д̂ , х^; 
Xj — середина исходного интервала; х^—точка максимума первой 

параболы; Xj — точка максимума второй параболы 
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Пример. 
Дана функция R(x) = D sia(Ax^ +С), где коэффициенты име 

ют следующие значения: А=\,0, 5=1,0, С =1,0, D=1,0. Найп 
максимум на интервале: [-1, 2]. Ошибка задается по х: е =0,05. 

Р е з у л ь т а т ы р а с ч е т о в . Первая аппроксимирующая па 
рабола строится по точкам: Xj =-1 , R(-l)=C; JC2=0.5, Л(0,5)=О,9975 
^3 =2,0, R(2,0) =0,141120. Запишем систему уравнений для нахо 
ждения коэффициентов параболы: 

1С2+(-1)С,+Со=0, 
0,25С2 +0,5С, +Со =0,9975, 
4С2+2С,+Со =0,14112. 

Решением этой системы является С2=-0,41197, С, =0,459012 
Со =0,87089. 

Находим X, при котором парабола имеет максимум: 

х = - ^ = —^^^^•^!^^=О 55709139 ^ 2С2 2 0,459012 " '^^ '"^ '^^ ' 

при этом R =0,99990609. По этой точке, а также по второй 
третьей исходным точкам, лежащим по обе стороны от точк 
максимума параболы, аналогично строится вторая парабола 
максимум которой оказывается в точке х =0,57823785, 
R =0,99997231. Разница между двумя точками максимума мене 
заданной погрешности, следовательно, можно заканчивать поиск 

В этом методе всего четьфе раза вычислялся критерий опти 
мальности. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

Метод сканирования 
1. Экстремум каких функций R(x) можно найти методом скани 

рования? 
2. Основное достоинство метода сканирования. 
3. Способ "размещения" точек вычисления критерия оптималь 

ности на оси X. 
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4. Основная задача модернизации "базового" метода. 
5. Основные достоинства модернизированного метода? 
6. Каким образом повысить точность нахождения решения? 
7. Условие отыскания оптимального решения. 
8. Как найти самое большое значение Щх)! 
9. Трудно ли метод поддается алгоритмизации, т.е. сложно ли 

составить алгоритм для решения задачи на ЭВМ? 
10. Как влияет вид функции R{x) на процесс нахождения реше­

ния? 

Метод деления пополам 
1. Для каких функций Щх) пригоден метод половинного деле­

ния? 
2. Каково основное достоинство метода половинного деления? 
3. Каков способ "размещения" точек вычисления критерия оп­

тимальности на оси х1 
4. Каким образом повысить точность нахождения решения х ? 
5. Условие отыскания оптимального решения. 
6. Как влияет вид функции R{x) на процесс нахождения реше­

ния? 
7. Всегда ли метод гарантированно дает решение? 
8. Каким образом определяется следующий отрезок, на котором 

находится экстремум? 
9. Сколько раз нужно вычислить R{x) на отрезке [а, Ь], если хо­

тим найти решение с погрешностью 1% от длины [а, Ь]! 
10. Может ли сокращение исходного отрезка [а, Ь] обеспечить 

уменьшение затрат на поиск решения с погрешностью 1 % от 
[а,Ь]1 

Метод золотого сечения 
1. Может ли сокращение исходного отрезка [а, Ь] обеспечить 

уменьшение затрат на поиск решения с погрешностью 1 % от 
[а, *]? 

2. Всегда ли метод гарантированно дает решение? 
3. Как влияет вид функции R{x) на процесс нахождения реше­

ния? 
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4. Каким образом определяется следующий отрезок, на котором 
находится экстремум? 

5. Основное достоинство метода золотого сечения. 
6. Каким образом повысить точность нахождения решения? 
7. Как влияет вид функции R(x) на процесс нахождения реше­

ния? 
8. Что делится по правилу золотого сечения? 
9. Если отрезок [а, Ь] содержит внутреннюю точку с, то какое 

условие называется золотым сечением? 
10. Сколько раз нужно вычислить R(x) на каждом шаге? 

Метод параболической аппроксимации 
1. Экстремум каких функций R{x) можно найти методом пара­

болической аппроксимации? 
2. Основное достоинство метода параболической аппроксима­

ции. 
3. Условие окончания поиска. 
4. Каким образом находится аппроксимирующая парабола? 
5. К чему может привести увеличение степени аппроксимирую­

щего полинома (с 2 до 3 или 4)? 
6. Каким образом повысить точность нахождения решения? 
7. Всегда ли метод гарантированно дает решение? 
8. Способ формирования точек для построения аппроксими­

рующей параболы на текущем шаге. 
9. Возможно ли нахождение решения задачи оптимизации за 

один шаг? 
10. Как влияет вид функции R(x) на процесс нахождения реше­

ния? 

МНОГОМЕРНАЯ БЕЗУСЛОВНАЯ 
ГРАДИЕНТНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 

КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ 

В данном разделе рассматриваются методы построения улуч-
шаюпщх последовательностей при отыскании экстремума функ­
ции R(x) без активных ограничений. Активными принято назы-
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вать такие ограничения, на границе которых находится решени 
Если известно, что решение лежит строго внутри допустимой о 
ласти, например в случае ограничений типа неравенств, то таки 
ограничения лучше выводить из задачи на этапе ее постановю 
Кстати, следует отметить, что ограничения типа равенств всегд 
активные. 

Величина шага Ах в рекуррентном соотношении 

вычисляется с использованием градиента целевой функции R(x 
т.е. 

Дх' =/(grad/?(x')), 

при этом шаг может определяться с использованием градиента 
одной (текущей) или в двух (текущей и предыдущей) точках. Н 
правление градиента, как известно, показывает направлени 
наискорейшего возрас­
тания функции, а его 
модуль — скорость это­
го возрастания. 

В отличие от других 
рассмотренных выше 
вычислительных мето­
дов поисковые методы 
оптимизации содержат 
неформально (т.е. субъ­
ективно) задаваемые па­
раметры, которые су­
щественно влияют на 
эффективность поиска, 
вследствие чего один и 
тот же метод может дать 
совершенно различные 
траектории поиска. По­
этому для всех методов, 
рассматриваемых далее, 
на рис. 17 приводится 

Рис. 17. Иллюстрация траекторий поис­
ка минимума функции градиентными 
методами: 1 — оптимум; 2 — траекто­
рия метода градиента; 3 — траектория 
метода тяжелого шарика; 4 — траек­
тория метода наискорейшего спуска 
5 — траектория метода сопряженных 
градиентов; 6 — начальные точки 

траекторий 
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липп» одна из возможных траекторий. Кроме того, для всех приве­
денных траекторий выбраны различные начальные условия, с тем 
чтобы не загромождать построения. На этом и последующих ри­
сунках зависимость Щх^,Х2) приведена в виде линий уровня на 
плоскости в координатах X, -Х2. 

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 

МЕТОД ГРАДИЕНТА 

Метод градиента в чистом виде формирует шаг по перемен­
ным как функцию от градиента R(x) в текущей точке поиска. Про­
стейший алгоритм поиска ттЛ(;с) записывается в векторной 
форме следующим образом: 

х'^^ =x'-hgradR{x'), 

или в скалярном виде: 

Xj =Xj-h—-, J-I п. 
dXj 

Величина рабочего шага в направлении градиента h grad К{х) 
зависит от величины градиента, который заранее учесть трудно, и 
от коэффициента пропорциональности шага h, с помощью кото­
рого можно }пгфавлять эффективностью метода. 

Поиск каждой новой точки состоит из двух этапов: 
1) оценка градиента Щх) путем вычисления частных произ­

водных от Щх) по каждой переменной х/, 
2) рабочий шаг по всем переменным одновременно. 
Величина h сильно влияет на эффективность метода. Большей 

эффективностью обладает вариант метода, когда шаг по каждой 
переменной определяется направляющими косинусами гради­
ента 

х'^^ = x'j -Acoscpy, 

где cos ф , = , , „̂  ч,-
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в этом случае величина рабочего шага не зависит от величи 
ны модуля градиента, и ею легче управлять изменением Л. В рай 
оне оптимума может возникать значительное "рыскание", поэто 
му используют различные алгоритмы коррекции А. 

Наибольшее распространение получили следующие алго 
ритмы: 
1. Л' = const =А (без коррекции); 
2. А' =А''-'/2, естЯ{х')<К(х'-^У, А'' =h'-\ естК(х')>К(х'-^); 

-1 • А'~' 
З.А'=А' ,еслиа1<а<а2;А'=2А' ,еслиа,>а;А'=^г^,еслиа2<а 
где а — угол между градиентами на предыдущем и текущем ша 
ге; а, иа2 — заданные пороговые значения выбираются субъек 
тивно (например, а, =л/6, а2 =л/3). 

Вдали от оптимума направление градиента меняется мало, по 
этому шаг можно увеличить (второе выражение), вблизи от опти 
мума направление резко меняется (угол между градиентами R(x 
большой), поэтому А сокращается (третье выражение). 

Для оценки частных производных используются разностные 
методы: 

1. Алгоритм с центральной пробой 
dR _^R(Xu...,x,+gi,...,x„) - К(хи...,х„...,х„) 
dXi ~ gi 

2. Алгоритм с парными пробами 
dR ^ R(xu...,Xi+gi,...,x„) - R(xu...,Xi-gi,...,x„) 
dXi ~ gi 

где gj — пробный шаг по /-й переменной, выбираемый достаточ 
но малым для разностной оценки производной. 

Первый алгоритм требует меньших затрат по сравнению со 
вторым (обычно затраты выражаются количеством вычислений 
критерия оптимальности), но позволяет получить решение менее 
точно, чем второй, и эта погрешность зависит от величины проб 
ного шага. 

На рис. 17 приведена одна из возможных траекторий поиска 
минимума двумерной функции градиентным методом (наряду с 
другими ниже рассматриваемыми методами). 
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Условием окончания поиска может являться малость модуля 
градиента R(x), т.е. |grad Я{х)\< е. 

Пример 1. 
1. Требуется найти минимум функции R(xi,X2) = Ax^ +Вх\ -

-Ос,-ZJxj, где ^ =1,5 =2, С =3, Z) = 4. 
2. Интервап поиска: х,„„ = -2 , л,,„„ = 2, дг̂ н., = -2, JC2,„„ = 2. 
3. Начальная точка: дг,̂  = -0,5, х^^ = - 1 . 
4. Параметры поиска: коэффициент шага А = 0,1, пробный шаг 

g = 0,01, погрешность Е = 0,01. 
5. Алгоритм метода: алгоритм 1 (дг'*' =х' - AgradJ?(A:') ). 
6. Алгоритм коррекции шага: без коррекции коэффициента 

пропорциональности шага (А = const). 
7. Способ вычисления производной: вычисление grad/? с пар­

ными пробами. 
Р е з у л ь т а т ы в ы ч и с л е н и й . В начальной точке вычис­

ляем градиент функции: 

Щх^П,Х2) = 1,Ъ52, Rix^-g,X2) = 7^91, ^ = -2,2499; 

RiXi,X2+g) = 7,295, R(xuX2-g) = 7,455, ^ = -8 . 

Значение критерия R = 7,3750. Делаем рабочий шаг, получаем 
д;, =-0,275, ̂ 2=-0,2. 

В новой точке опять вычисляем производные: 

Л(^с,+^.д:2) = 1,656, /?(jc,-g,X2) = 1,712, ^ = -2,7730j 

Rixy,X2+g) =1,636, Rixi,X2-g) = 1,732, ^ = ̂ , 8 . 

Значение критерия R = 1,3750. 
Делаем рабочий шаг, получаем х, =0,002, Xj =0,280. 
Далее аналогично осуществляем следующие шаги (табл. 18). 
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Таблица I 8 

№ 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 

^ 
0,302 
0,575 
0,776 
0,895 
0,955 
0,981 
0,992 
0,997 
0,999 
0,999 
1,000 
1,000 

Х2 
0,568 
0,741 
0,844 
0,907 
0,944 
0,966 
0,980 
0,988 
0,993 
0,996 
0,997 
0,998 

dR/dxi 
-2,7258 
-2,0085 
-1,1947 
-0,5958 
-0,2652 
-0,1112 
-0,0453 
-0,0183 
-0,0073 
-0,0029 
-0,0012 
-0,0005 

dR/dx2 
-1,7280 
-1,0368 
-0,6221 
-0,3732 
-0,2239 
-0,1344 
-0,0806 
-0,0484 
-0,0290 
-0,0174 
-0,0104 
-0,0063 

|grad/f| 
3,2274 
2,2603 
1,3470 
0,7031 
0,3471 
0,1744 
0,0925 
0,0517 
0,0299 
0,0177 
0,0105 
0,0063 

R 
-2,5060 
-3,4002 
-3,8120 
-3,9508 
-3,9877 
-3,9967 
-3,9990 
-3,9997 
-3,9999 
-4,0000 
^,0000 
-4,0000 

В последней точке модуль градиента меньше заданной по­
грешности (0,0063 < 0,01), поэтому поиск прекращается. 

Пример 2. 
Отличается от предыдущего только величиной коэффициента 

пропорциональности шага А, теперь А = 0,4. Ниже, в табл. 19 при­
ведены только первые 14 шагов (как и в предыдущем случае). 
Целесообразно сопоставить их путем построения траекторий 
поиска при обоих значениях А в координатах Х] -Xj-

Таблица 19 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

•«I 
-0,500 
0,400 
1,408 
0,229 
1,366 
0,327 
1,399 
0,251 

Хг 
-1,000 
2,200 
0,280 
1,432 
0,741 
1,156 
0,907 
1,056 

dRIdXi 
-2,2499 
-2,5200 
2,9471 
-2.8424 
2,5986 
-2,6798 
2,8681 

-2,8104 

dRldx2 
-8,0000 
4,8000 

-2,8800 
1,7280 

-1,0368 
0,6221 

-0,3732 
0,2239 

|grad/?| 
8,3104 
5,4213 
4,1207 
3,3265 
2,7978 
2,7511 
2,8923 
2,8193 

R 
7,3750 

-0,2559 
-2,3960 
-2,3020 
-3,4145 
-2,8967 
-3,4427 
-2,7319 
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Продолжение 

№ 
9 
10 
11 
12 
13 
14 

^1 

1,375 
0,305 
1,393 
0,264 
1,380 
0,294 

Х2 

0,966 
1,020 
0,988 
1,007 
0,996 
1,003 

dRIdx^ 
2,6760 

-2,7207 
2,8244 

-2,7914 
2,7148 

-2,7401 

dR/dx2 
-0,1344 
0,0806 

-0,0484 
0,0290 

-0,0174 
0,0104 

Igrad l̂ 
2,6794 
2,7219 
2,8248 
2,7916 
2,7148 
2,7401 

R 
-3,5218 
-2,8860 
-3,4747 
-2,7724 
-3,5114 
-2,8573 

В этом случае поиск носит явно колебательный характер, пло­
хо приближаясь к решению. 

МЕТОД НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА 

Основным недостатком градиентного метода является необ­
ходимость частого вычисления производных от R(x). Этого не­
достатка лишен метод наискорейшего спуска, который заключа­
ется в следующем. 

В текущей точке вычисляется grad/?(x), и затем в направлении 
градиента ищется mini?(;c). Практически это может быть осу­
ществлено любым методом одномерной оптимизации (поиск по 
одному направлению — направлению градиента), наиболее часто 
используется сканирование до первого локального минимума по 
направлению grad/?(jt). 

В результате вдали от оптимума эффективность метода повы­
шается, мы быстрее попадаем в район оптимума, в окрестности 
которого эффективность метода снижается из-за частой смены 
направления поиска и приближается к эффективности метода гра­
диента. 

Метод, как и все градиентные методы, обладает невысокой 
эффективностью в овражных фзшкциях. В ряде случаев можно 
повысить скорость выхода в район оптимума предъявлением 
невысоких требований к точности поиска min по направлению 
(задается величиной А — шагом поиска по направлению). 
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Условием окончания может являться малость модуля градиента 
^(^) |grad/?(x:)|< Е. Можно также использовать и малость прира­
щений по переменным в результате шага, но только в том случае, 
если на данном шаге мы "проскочили" оптимум, иначе может 
оказаться, что малость шага обусловлена не близостью к оптиму­
му, а малостью коэффициента пропорциональности шага А. 

В ряде случаев используют уменьшение шага поиска оптиму­
ма по направлению после каждой смены направления. Это позво­
ляет с большей точностью каждый раз находить оптимум, но рез­
ко снижает эффективность поиска в овражных функциях. Метод 
используется для локализации "дна оврага" в специальных ов­
ражных методах. Условием окончания поиска в этом случае явля­
ется достижение заданной малой величины шага. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной 
функции методом наискорейшего спуска приведена на рис. 17. 

Пример. 
Для сравнения с методом градиента рассмотрим решение пре­

дыдущего примера при Л = 0,1. 
Р е з у л ь т а т ы р а с ч е т о в . Расчет производных детально 

рассмотрен выше, поэтому здесь не приводится. Ниже, в табл. 20 
приводятся результаты движения по градиенту с постоянным ша­
гом. 

Таблица 20 

№ 
1 
1 
1 
1 

Xl 
-0,500 

-0,275 
-0,050 
0,175 

Х2 
-1,000 

-0,200 
0,600 
1,400 

dR/dxi 
-2,2499 

-2,2499 
-2,2499 
-2,2499 

dR/dx2 
-8.0000 

-8,0000 
-8J0OOO 
-8,0000 

|grad/?| 
8,3104 

8,3104 
8,3104 
8,3104 

R 
7,3750 

1,6842 
-1,5301 
-2,1996 

В следующей точке (0,400, 2,00) значение критерия (R = 
= -0,256) оказывается хуже, чем в последней (Л =-2,1996). По­
этому в найденной точке оптимума по направлению снова вычис­
ляем градиент и по нему совершаем шаги, до тех пор, пока не най­
дем наилучшую точку (табл. 21). 
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Таблица 21 

№ 

2 
2 
2 
2 

3 
3 
3 

4 
4 
4 

5 
5 
5 

1̂ 

0,175 
0,466 
0,757 
1,047 

1,047 
1,018 
0,989 

0,989 
.0,996 
1,002 

1,002 
1,001 
1,000 

хг dRIdx^ dRldx2 
Второй поиск по градиенту 

1,400 
1,240 
1,080 
0,920 

-2,9081 
-2,9081 
-2,9081 
-2,9081 

1,6000 
1,6000 
1,6000 
1,6000 

Третий поиск по градиенту 
0,920 
0,952 
0,984 

0,2912 
0,2912 
0,2912 

-0,3200 
-0,3200 
-0,3200 

|grad/?| 

3,3192 
3,3192 
3,3192 
3,3192 

0,4326 
0,4326 
0,4326 

Четвертый поиск по градиенту 
0,984 
0,990 
0,997 

-0,0646 
-0,0646 
-0,0646 

-0,0640 
-0,0640 
-0,0640 

Пятый поиск по градиенту 
0,997 
0,998 
0,999 

0,0126 
0,0126 
0,0126 

-0,0128 
-0,0128 
-0,0128 

0,0909 
0,0909 
0,0909 

0,0179 
0,0179 
0,0179 

R 

-2,1996 
-3,1811 
-3,8239 
-3,9804 

-3,9804. 
-3,9944 
-3,9991 

-3,9991 
-3,9998 
-4,0000 

^,0000 
-4,0000 
-4,0000 

МЕТОД СОПРЯЖЕННЫХ ГРАДИЕНТОВ 

Градиентные методы, базирующиеся только на вычислении 
градиента Щх), являются методами первого порядка, так как на 
интервале шага они заменяют нелинейную функцию Щх) линей­
ной. 

Более эффективными могут быть методы второго порядка, ко­
торые используют при вычислении не только первые, но и вторые 
производные от R{x) в текущей точке. Однако у этих методов есть 
свои труднорешаемые проблемы — вычисление вторых произ­
водных в точке, к тому же вдали от оптимума матрица вторых 
производных может быть плохо обусловлена. 

Метод сопряженных градиентов является попыткой объеди­
нить достоинства методов первого и второго порядка с исключе­
нием их недостатков. На начальных этапах (вдали от оптимума) 
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метод ведет себя как метод первого порядка, а в окрестностях оп 
тимума приближается к методам второго порядка. 

Первый шаг аналогичен первому шагу метода наискорейшег 
спуска, второй и следующий шаги выбираются каждый раз в на 
правлении, образуемом в виде линейной комбинащси векторо 
градиента в данной точке и предшествующего направления. 

.Алгоритм метода можно записать следующим образом (в век 
торной форме): 

jc '=x°-/igrad^(A 
х'*' = x'-A[grad/?(x')+agrad^(x'-')]. 

Величина а может быть приближенно найдена из выражени 

^ _ \gradR(x')\' 
|grad^(;c'-')p 

Алгоритм работает следующим образом. Из начальной точки 
х° ищут тсапЩх) в направлении градиента (методом наискорей 
шего спуска), затем, начиная с найденной точки и далее, направ 
ление поиска min определяется по второму вьфажению. Поис 
минимума по направлению может осуществляться любым спосо 
бом: можно использовать метод последовательного сканирова 
ния без коррекции шага сканирования при переходе минимума 
поэтому точность достижения минимума по направлению зави 
сит от величины шага h. 

Для квадратичной функции R(x) решение может быть найден 
за п шагов (п — размерность задачи). Для других функций поис 
будет медленнее, а в ряде случаев может вообще не достигнут 
оптимума вследствие сильного влияния вычислительных оши 
бок. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной 
функции методом сопряженных градиентов приведена на рис. 17 

Пример. 
Для сравнения рассмотрим решение предыдущего примера. 
Первый шаг делаем по методу наискорейшего спуска 

(табл. 22). 
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Таблица 22 

№ 
0 
0 
0 
0 

X, 

-0,500 
-0.275 
-О.050 
0,175 

X, 
-1,000 
-0,200 
0.600 
1,400 

dR/dx, 
-2,2499 
-2.2499 
-2.2499 
-2,2499 

dR/dx, 
-8,0000 
-8,0000 
-8.0000 
-8,0000 

\grгdR\ 
8,3104 
8.3104 
8.3104 
8,3104 

R 
7,3750 
1.6842 

-1.5301 
-2,1996 

Найдена наилучшая точка. Вычисляем производные в этой 
точке: dRIdx^ =-2^0%, dR/dx2 =1,600; вычисляем коэффищ1еш 
а, учитывающий влияние градиента в предыдущей точке 
а =3,31920-3,3192/8,3104^=0,160. Делаем рабочий шаг в соот 
ветствии с алгоритмом метода, получаем д:, =0,502, Xj =1,368 
Далее все повторяется аналогично. Ниже, в табл. 23 приведены 
текущие координаты поиска следующих шагов. 

Таблица 23 

№ 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

^ 
0.155 
1,085 
1.020 
1.004 
0.996 
1,000 

*2 
1.303 
0,989 
0,979 
0.988 
1.000 
1,002 

dRIdx^ 
1.0026 
0,5323 
0,1230 
0,0234 

-0.0240 
-0,0001 

dRIdx^ 
1,2114 

-0,0450 
-0,0829 
-0.0484 
-0.0010 
0,0076 

|grad/?| 
1,5725 
0,5342 
0,1484 
0.0537 
0.0240 
0,0076 

R 
-3.7407 
-3,9774 
-3,9978 
-3.9996 
-4.0000 
-4,0000 

a 
0,160 
0,224 
0,115 
0,077 
0.13Г 
0,200 

МЕТОД ТЯЖЕЛОГО ШАРИКА 

Метод базируется на аналогии с движением "тяжелого" мате 
риального шарика по наклонной поверхности. Скорость шарика 
при движении вниз будет возрастать, и он будет стремиться занять 
нижнее положение, т.е. точку минимума. При выводе дифферен 
циального уравнения движения шарика учитывается его масса и 
вязкость среды, которые влияют на характер его движения, т.е 
поиска min R{x). 

В дискретном варианте траектория поиска описывается сле 
дующим алгоритмом: 

х''̂ ' =х' а{х' -х'~^) - /jgrad/?(x'). 
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При а =0 метод превращается в обыкновенный градиентный. 
При а = 1 поиск не затухает, следовательно, при О < а < 1 можно 
получать различную эффективность метода, которая будет зави­
сеть и от А. 

Вдали от оптимума поиск будет ускоряться, а вблизи возмож­
ны колебания около точки min R(x). 

К недостаткам метода относится необходимость задания сра­
зу двух неформальных параметров, определяющих эффектив­
ность поиска. К достоинствам метода, помимо ускорения дви­
жения вдали от оптимума, относится возможность "проскока" 
мелких локальных "ямок" (минимумов) за счет "инерционности 
шарика", т.е. можно решать и задачу глобальной оптимизации 
для функции R(x) с одним явно выраженным минимумом и мно­
гими "мелкими". 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной 
функции методом тяжелого шарика приведена на рис. 17. 

Пример. 
Для сравнения методов рассмотрим решение предыдущего 

примера. Результаты вычислений при а =0,5 и Л =0,1 приведены 
ниже в кратком изложении, так как никаких принципиально но­
вых элементов здесь нет, кроме формулы для вычисления рабоче­
го шага. Обратим внимание на то, что первый шаг делается обыч­
ным методом градиента (результаты полностью совпадают с 
результатами метода градиента), так как мы еще не имеем преды­
дущей точки (табл. 24). 

Таблица 24 

№ 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

X, 

-0,500 
-0,275 
-0,110 
0,104 
0,294 
0,473 
0,616 
0,731 

JC, 

-1,000 
-одоо 
-0,120 
0,288 
-0,369 
-0,581 
-0,642 
0,755 

dR/dx, 
-2,2499 
-2,7730 
-2,9635 
-2,9676 
-2,7414 
-2,3293 
-1,8612 
-1,3988 

dR/dx, 
-8,0000 
^,8000 
-4,4800 
-2,8480 
-2,5248 
-1,6765 
-1,4300 
-0,9812 

|grad/?| 
8,3100 
5,5430 
5,3710 
-6,1130 
0,7269 
0,8699 
0,3472 
0,7086 

R 
7,3750 
1,6842 
0,8381 
-1Д962 
-2,0585 
-2,9613 
-3,3588 
-3,6814 
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Продолжение 

№ 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 

X^ 

0,813 
0,873 
0,914 
0,943 
0,962 
0,975 
0,983 
0,989 

X, 

0,797 
0,857 
0,884 
0,917 
0.934 
0,952 
0,962 
0,972 

dR/dx, 
-1,0160 
-0,7110 
-0.4913 
-0,3316 
-0,2240 
-0,1486 
-0,0994 
-0,0653 

dRIdx, 
-0,8131 
-0,5719 
-0,4638 
-0,3323 
-0,2651 
-0,1927 
-0,1518 
-0.1115 

Igrad^l 
0,3014 
0,9125 
0,6756 
0,4695 
0,3471 
0,2433 
0,1815 
0.1293 

R 
-3,8192 
-3.9131 
-3,9518 
-3,9767 
-3,9869 
-3.9935 
-3.9963 
-3,9981 

Метод не оказался более эффективным по сравнению с други­
ми. Это обусловлено проблемами с подбором параметров поиска 
а иА. 

Для наглядного сравнения методов целесообразно по приве­
денным результатам поиска различными методами самостоятель­
но построить траектории поиска в координатах дс, -Х2, соединив 
отрезками прямых все точки для каждого метода. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

Метод градиента 
1. При каком из алгоритмов выбора направления поиска 

max R{x) метод будет более эффективен? 
2. Как изменяется угол между двумя соседними направлениями 

поиска при приближении к оптимуму? 
3. Что называется градиентом функции Щх^.дгз)? 
4. Свойства градиента функции/{(х). 
5. Как оценивается эффективность поиска градиентным мето­

дом? 
6. Какой алгоритм коррекции шага предпочтительнее вблизи 

оптимума? 
7. Почему в районе оптимума величина шага Дх убывает при 

использовании алгоритмах-̂  = х^ *-Agrad/?(A:)? 
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8. В чем отличие двух алгоритмов градиентного метода: 
xj = jf/"' -hgradR(x^), xj = л:/"' -A cos фу, 

где созф у — направляющие косинусы градиента. 
9. Исходя из определения grad^(x) как вектора, указывающего 

направление возрастания функщ1и, что лучше искать: min 
или max? 

10. Что дает вычисление производных по методу с парными про­
бами? 

Метод наискорейшего спуска 
1. В чем основные отличия метода наискорейшего спуска от ме­

тода градиента? 
2. По какому направлению осуществляется поиск из каждой те­

кущей точки при поиске пипЛ(х)? 
3. Как вычисляется градиент Щх) в методе наискорейшего 

спуска? 
4. Почему после нахождения тгйпК{х) по направлению необхо­

димо еще раз искать mia/?(x) по другому направлению? 
5. Каковы условия окончания поиска? 
6. Область наивысшей эффективности к̂ етода. 
7. Какой метод вычисления шага при поиске min/?(jc) по 

grad/?(x) более предпочтителен? 
8. Можно ли методом наискорейшего спуска найти тахЛ(л;)? 
9. Можно ли применять алгоритм корреющи шага поиска, опре­

деляемый изменением угла между градиентами в текущей и 
предыдущей точках? 

10. Какое влияние оказывают вычислительные погрешности при 
поиске ттаК{х) в направлении градиента на точность полу­
чения решения? 

Метод сопрямсенных градиентов 
1. Чем отличаются квадратичные методы оптимизащш от ли­

нейных? 
2. Какова сравнительная эффективность метода сопряженных 

градиентов и наискорейшего спуска вблизи от оптимума? 
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3. Как записывается алгоритм метода сопряженных градиен 
тов? 

4. Как влияют вычислительные погрешности на эффективность 
метода сопряженных градиентов? 

5. Для каких функций R(x) метод сопряженных градиентов наи 
более эффективен? 

6. В чем недостатки использования методов второго порядка? 
7. В чем отличие первого шага в методах наискорейшего спуска 

и сопряженных градиентов? 
8. Какая процедура поиска осуществляется на каждом шаге? 
9. Сравнительная эффективность метода градиента и метода со­

пряженных градиентов вдали от оптимума. 
10. Возможно ли применение метода для недифференцируемых 

функций? 

Метод тяжелого шарика 
1. Как влияет масса шарика на характер поиска, учитывая, что 

траектория поиска аналогична движению шарика в вязкой 
среде? 

2. Может ли поиск ускоряться? 
3. Можно ли найти тахЛ(х), а не пйпЛ(дс) методом тяжелого 

шарика? 
4. В чем заключаются недостатки метода тяжелого шарика? 
5. Является ли метод тяжелого шарика пригодным для одно­

мерной оптимизации (т.е. когда у "шарика" нет объема, а сле­
довательно, и массы)? 

6. Можно ли найти глобальный минимум R(x) методом тяжело­
го шарика? 

7. Зачем "помещают шарик в вязкую среду"? 
8. Какой путь можно выбрать для затухания поиска в районе оп­

тимума при использовании алгоритма х̂ "̂ ' =х^-а(х'-х^~^)-
-Agrad/?(x)? 

9. Можно ли отнести метод тяжелого шарика к методам второго 
порядка? 

10. В каких условиях предпочтительнее использовать метод тя­
желого шарика? 

136 



МНОГОМЕРНАЯ БЕЗГРАДИЕНТНАЯ 
ОПТИМИЗАЦИЯ 

КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ 

В данном разделе рассматриваются численные методы опти­
мизации, у которых величина и направление шага к оптимуму 
формируются однозначно по определенным детерминированным 
функциям в зависимости от свойств критерия оптимальности в 
окрестности текущей точки без использования производных (т.е. 
градиента). Все алгоритмы имеют итерационный характер и вы­
ражаются формулой 

х^'*^=х^ +f[R{xJ)\ 

Основная особенность рассматриваемой группы методов — 
отсутствие вычисления градиента критерия оптимальности. Ряд 
методов прямого поиска ба­
зируется на последователь­
ном применении одномер­
ного поиска по переменным 
или по другим задаваемым 
направлениям, что облегча­
ет их алгоритмизацию и 
применение. 

Как и для градиентных 
методов, на рис. 18 приво­
дятся лишь по одной из воз­
можных траекторий поиска 
каждым из ниже рассмат­
риваемых методов. Кроме 
того, также для всех приве­
денных траекторий выбра­
ны различные начальные 
условия, с тем чтобы не за­
громождать построения. 

Рис. 18. Иллюстрация траекторий 
поиска минимума функции безгра­
диентными детерминированными 
методами: / — оптимум; 2 — тра­
ектория метода параллельных ка­
сательных; 5— траектория метода 
Гаусса — Зайделя; 4 — траектория 
метода Розенброка; 5 — траекто­
рия симплексного метода; б — 

начальные точки поиска 
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ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 

МЕТОД ГАУССА — ЗАЙДЕЛЯ 

Метод Гаусса — Зайделя (в математической литературе ис 
пользуется и другое название — метод покоординатного спуска 
заключается в последовательном поиске оптимума R(x) пооче 
редно по каждой переменной. Причем после завершения перебо 
ра всех переменных (т.е. после завершения одного цикла) опять 
общем случае приходится перебирать все переменные до тех под 
пока не придем к оптимуму. 

В ряде случаев (для сепарабельных критериев оптимальности 
т.е. таких R{x^,X2,... ,x,,... ,х„), которые можно представить в виде 

К(х)=/{х0+Пх2)+...+Пх,)+...+Дх„), 
удается получить решение всего за один цикл. В случае тесной 
нелинейной взаимосвязи переменных (например, при наличии 
произведения переменных и т.п.) для получения решения прихо 
дится делать очень много циклов. 

Метод обладает низкой эффективностью в овражных функци 
ях, может застревать в "ловушках", особенно при сравнительно 
больших шагах h при поиске оптимума по каждой переменной 
очень чувствителен и к выбору системы координат. Метод прос 
в реализации. На эффективность метода влияет порядок чередо 
вания переменных. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной 
функции методом Гаусса — Зайделя приведена на рис. 18. В ка 
честве начальной изменяемой переменной в каждом цикле при 
нята дсг-

Условием окончания поиска является малость изменения кри 
терия оптимальности за один цикл или невозможность улучше 
ния критерия оптимальности ни по одной из переменных. 

Для нейтрализации недостатков разработаны модификации 
алгоритма, среди которых рассмотрим метод поиска с последей 
ствием. 

При нахождении оптимума по каждой переменной пре1фаща 
ют поиск не в точке оптимума, а несколько пройдя ее. При этом 
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удается "выскочить из ловушек", за меньшее число циклов выйтн 
в район оптимума. В районе оптимума наблюдается зациклива 
ние, и в этом случае последовательно уменьшают величину по 
следействия. 

В двумерных задачах метод Гаусса — Зайделя фактически 
сводится к методу наискорейшего спуска, так как в обоих методах 
траектория поиска представляет собой последовательность вза 
имноортогональных отрезков. 

Пример. Требуется найти минимум функции 

R{x^,x.^ =Axi +Bxl+CXi sin(DxyX2), 

meA=l,B=2,C=l,2,D=2. 
2. Интервал поиска: JC,„, = -2, x^^ = 2, x,^^ = -2, x^^„ = 2. 
3. Начальная точка: jc,j = 1,4962, дг̂д = - 1 . 
4. Параметры поиска: шаг А = 0,1, погрешность = 0,01. 
Р е з у л ь т а т ы вычислений. Из начальной точки 

(1,4962, -1,0000) с Л = 3,9719 ищем минимум критерия опти 
мальности по переменной д;,. Используем прием последователь 
ного сканирования, т.е. "шагаем" до первого лучшего значения 
критерия, применяя алгоритм xj*' =х{ ± А. Нижний индекс — но 
мер переменной, верхний — номер шага. Знак "+" или "-" вы 
бирается в зависимости от направления изменения критерия 
нужно взять такой знак, при котором критерий уменьшается 
Наилучшей в этом направлении оказывается точка с координата 
ми (0,6962, -1,0000) и Л = 1,30374, полученная после семи шагов 
Из этой точки ищем минимум критерия по переменной Х2 тем же 
методом. Находим точку (0,6962, -0,3000) сЛ = 0,3258 тоже после 
семи шагов. На этом заканчивается первый цикл поиска и начина 
ется следующий, заключающийся опять в поиске mini? по пере 
менной Xi, затем по Х2- Далее в табл. 25 приведены лишь коорди 
наты точек и значения критериев в концах циклов. 

Таблица 25 

Ко 
2 
3 

X, 

-0,0038 
-0,0038 

ДС, 
0,0000 
0,0000 

R 
0,0000 
0,0000 
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После третьего цикла ни по одной из переменных (при изме 
нении их с шагом Л = 0,1) не удается получить меньшее значени 
R. Следовательно, последнюю точку считаем решением. 

МЕТОД РОЗЕНБРОКА 

Метод Розенброка направлен на ликвидацию одного из недос 
татков метода Гаусса — Зайделя — высокую чувствительносп 
эффективности к выбору системы координат. Метод сводится га 
сути к отысканию "удачной" системы координат путем поворот 
исходных осей координат. После этого цикл поиска осуществля 
ется поочередно по всем переменным последовательно. 

Первый цикл поиска полностью совпадает с методом Гауе 
са — Зайделя. Пусть исходная точка х°, а точка, в которой завер 
шился первый цикл, —х'. Вектор смещения изображающей точ 
ки поиска будет равен 5 = дг' -д:". Чем больше одна составляюща 
вектора S, тем существеннее в данной текущей ситуации эта пере 
менная (по ней произошло основное движение). Переход к HOBO 
системе координат должен учитывать это обстоятельство. ПоэтО 
му преобразовывать систему координат из х{,х'2, •••,х'„в систем 
х\*',х'2*^, •..,х'^^ надо таким образом, чтобы наиболее существен 
ная переменная была бы в направлении по вектору S. По этому на 
правлению должна быть направлена та переменная, по которо 
поиск будет осуществляться в первую очередь (т.е. х{^^). Тогд 
новые оси (в общем случае на (/+1)-м шаге) определятся следую 
щим образом из условия их ортогональности. Новый базис систе 
мы координат: 

t^=ts)e), ^'=ts)e), ^f^t^'A и̂ -Д-' 
j=\ У=2 У=3 

где e'j — орты исходной системы координат. Для ортогонализа 
ции и нормирования базиса переходят к ортам новой системы ко 
ординат стандартным образом: 

ti+t ti'+l /ti+l J+i\ J ' 
f+i = 1 L _ î+1 - ^7 - ( ^ r . g i )gi H . 
' i t i '+l i ' 2 "",_,•+] /•Ki'+l „I'+K _i+l | 
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и т.д. Здесь в круглых скобках обозначено скалярное произведе­
ние векторов. Первая новая координата дс,'*' =х\е1*^ является са­
мой важной, остальные могут быть получены и произвольно, 
соблюдая условия их ортогональности. Отмеченные преобразо­
вания (поворот осей) осуществляются после каждого цикла по­
иска. 

В случае низкой размерности задачи (п = 2, 3) можно непо­
средственно пользоваться формулами поворота осей координат, 
известными из математики. Например, для двухмерной задачи с 
учетом используемых обозначений будем иметь 

Х,'*' =Дг1с08ф + ДСгЗШф , Xj*' =-JC,'sm(p +ДГ2С08ф, 

где ф — угол поворота, легко определяемый как отношение коор­
динат вектора S. 

Особенно метод Розенброка эффективен для квадратичных 
фунюшй, где оптимум может быть найден после одного преобра­
зования осей. В общем случае метод Розенброка на каждом щосле 
обеспечивает такое изменение координатных осей, при котором 
направление первого спуска очередного цикла стремится к опти­
мальному, т.е. к антиградиентному. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двухмер­
ной функции методом Розенброка приведена на рис. 18. 

Пример. 
Для сравнения рассмотрим решение примера предыдущего 

раздела. 
Первый цикл полностью совпадает с методом Гаусса — Зай-

деля (что следует из сути метода). Поэтому из начальной точ­
ки дс,о = 1,4962, дс̂о = -1,0 с /г = 3,9719 попадаем в точку х, 
(0,6962, -0,3000) с Л = 0,3258. В рассматриваемом двухмерном 
случае в следующем цикле будем искать минимум функции вдоль 
нового направления xf, т.е. повернем оси координат. 

Вектор SmtecT следующие координаты: (-0,7, -0,7), следова­
тельно, угол поворота осей координат составит л/4, так как 
tg(5,/5j) = tg(0,7/0,7) = tg(l) = л/4. В данном случае это означает, 
что надо изменять обе переменные старой системы координат од­
новременно в одинаковом отношении — это и будет изменение 
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переменной в новой (повернутой) системе координат. Чтобы ша 
по новой переменной был бы равен 0,01, нужно по исходным пе 
ременным совершать шаги h =0,01со8(я/4)» 0,007. Шагаем по но 
вой оси повернутой системы координат (фактически одновремен 
но изменяем обе переменные в старой системе координат 
необходимом соотношении). Лучшей оказывается точка с коор 
динатами (0,1864, 0,509), из нее продолжаем поиск по второ 
новой переменной (т.е. фактически изменяем одновременно об 
переменные в старой системе координат в необходимом соотно 
шении в соответствии с формулой поворота осей координат 
Второй цикл поиска заканчивается в точке с координатам 
(0,0554,0,0189), вектор S имеет координаты (0,6408,0,3189). Сле 
довательно, чтобы получить новую систему координат, мы долж 
ны повернуть предыдущую на угол ф = arctg(0,6408/0,3189 
Можно новую систему координат выразить через исходную, учи 
тывая предыдущий поворот осей и поворачивая ее на суммарны 
угол. 

СИМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД 

Симплексом в л-мерном пространстве называют фигуру, со 
держащую и+1 вершину. На плоскости — это треугольник,' 
трехмерном пространстве — тетраэдр и т.д. Если все вершинь 
симплекса равно удалены друг от друга, то такой симплекс назы 
вается регулярным. В литературе можно встретить и другое назва 
ние метода — метод деформируемого многогранника. В органи 
зации алгоритма поиска используется важное свойств 
симплекса: против каждой вершины находится только одн 
грань. Суть метода заключается в следующем. В окрестности на 
чальной точки х° строим симплекс, затем находится самая "пло 
хая" его вершина (т.е. та, в которой наихудшее значение критерш 
оптимальности) и на противоположной грани строится новы 
симплекс, отличающийся от исходного только одной вершиной 
Эта вершина получается симметричным отражением выбрасы 
ваемой вершины относительно центра противолежащей грани 
Центр грани определяется геометрически, как среднее значени 
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по каждой проекции из всех вершин грани. Алгоритм полученш 
новой вершины записывается следующим образом: 

J =^l(x'+x^+...+x"^')-[\ + f\x\ X 

где х\ х^, ... — вектора вершины симплекса (координаты вер 
шин), х^ — вектор выбрасываемой вершины, х^ — новая верши 
на в новом симплексе. В скалярном представлении для каждо 
координаты будет аналогичная формула. 

После построения нового симплекса требуется лишь одно вы 
числение критерия оптимальности: только в новой вершине, та 
как в остальных углах они вычислены. Далее все повторяется сно 
ва. При выходе в район оптимума процесс поиска "зацикливает 
ся". Это имеет место тогда, когда приходится выбрасывать только 
что полученную вершину (эта ситуация возникает в том случае 
если значение критерия в новой вершине оказывается самое пло 
хое). В этом случае можно "сжимать" симплекс, откладывая но 
вую вершину от грани на расстоянии вдвое меньше, чем необхо 
димо. 

Процесс сжатия происходит многократно, до тех пор пока 
размеры симплекса не будут меньше заданных или пока наиболь 
шее расстояние между вершинами симплекса (длина ребра) не бу 
дет меньше заданной величины. Под размерами симплекса пони 
мается расстояние от его центра до всех вершин (в этом случае 
расстояние от центра до всех вершин должно быть меньше задан 
ного), а иногда и периметр симплекса, т.е. сумма всех его ребер. 

Основным недостатком метода является невозможность уско 
рения поиска вдали от оптимума. Этот недостаток устранен в од­
ной из модификаций метода, известной как метод Нелдера — 
Мида. В этом варианте симплексного метода предусмотрено рас­
тяжение симплекса в случае, если новая вершина лучше лучшей в 
старом симплексе, а также сжатия симплекса, если новая вершина 
оказывается хуже наихудшей в старом симплексе. 
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Формула растяжения имеет вид: 

где у — коэффициент растяжения. 
Формула сжатия имеет следующий вид: 

^xJ=fixJ +(1-Р)х'', 

где р — коэффициент сжатия; х" — вектор центра противолежа­
щей грани, х-^ — "отраженная" новая вершина по алгоритму (1), 
^х-' — новая вершина. 

Имеется также операция уменьшения размера симплекса, на­
зываемая редукцией, которая вводится в случае зацикливания. 
При этом уменьшаются все грани симплекса одновременно в два 
раза. Уменьшение размера симплекса в два раза осуществляется 
делением пополам расстояния от каждой точки симплекса до 
точки д:,, определяющей наименьшее значение функции, т.е. бу­
дет: Х/ =х^ +0,5(дс,- -jrj). 

Более эффективной является модификация метода, в котором 
отражение при построении новой вершины осуществляется не от­
носительно центра противолежащей грани, а относительно ее 
центра тяжести (при поиске max Щх) или точки, симметричной 
центру тяжести на грани при поиске min R(x) ). При этом под тя­
жестью вершин понимается значение критериев оптимальности в 
вершинах. В этом случае направление деформирования симплек­
са тяготеет в сторону вершин с лучшим значением критерия. Обе 
модификации могут совмещаться. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной 
функции базовым алгоритмом симплексного метода приведена 
на рис. 18. 

Пример. 
Для сравнения рассмотрим решение примера предыдущего 

раздела, только параметр А примем равным 0,5 (он характеризует 
размер симплекса). 

В окрестности заданной начальной точки (1,4962, -1,0000), 
Я = 3,9719 сформируем начальный симплекс, его координатами 
являются (табл. 26): 
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Таблица 26 
N o •''-вершины 

1 
2 
3 

Xl 

1,7462 
1,2462 
1,4962 

Х2 

-0,8557 
-0,8557 
-1,2887 

R 
4,1938 
1,7519 
6,7368 

Конечно, можно и по-другому построить начальный сим­
плекс, например, заданная начальная точка может являться одной 
из вершин симплекса, а не лежать внутри симплекса, как в данном 
случае. Это не принципиально и на результат существенно не 
влияет. 

Нетрудно заметить, что самой плохой вершиной является тре­
тья (самое большое значение критерия). Удалим эту вершину и на 
противоположной грани построим новый симплекс. Практически 
это означает, что нужно найти одну вершину нового симплекса. 
Применим базовый алгоритм для каждой переменной Xi и Х2 от­
дельно. 

Получим новую вершину: 

№крши •ш 

4 
XI 

1,4962 
Х2 

-0,4226 
R 

0,8839 

Теперь симплекс образуют вершины 1,2,4. Самая плохая вер­
шина — 4. По аналогичной формуле перейдем к следующей но­
вой вершине, "отразив" удаляемую относительно центра грани. 

Получим вершину: 

шины 1 

5 
XI 

0,9962 
Х2 

-0,4226 
R 

0,4578 

Теперь симплекс образуют вершины 2,4,5. Самая плохая вер­
шина — 2. Строим следующую вершину: 

''^-валюты 
6 

Xl 

1,2462 
Х2 

0,0104 
R 

1,5919 

Оказалось, что только что полученную вершину нужно будет 
удалять как самую плохую. Следовательно, необходимо сжимать 
симплекс, воспользовавшись второй формулой алгоритма. 
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No ••'-вершины 

7 
X\ 

1,2462 
хг 

-0,6392 
R 

0,8750 

Далее приведем без комментариев координаты вершин сле­
дующих симплексов, предоставив учащимся самостоятельно оп­
ределять самую плохую вершину в каждом текущем симплексе 
(табл. 27). 

Таблица 27 

^'-вершины 

8 
9 
10 
11 

15 
16 
17 
18 

24 
25 
26 

Х\ 

0,7462 
0,4962 
0,7462 
0,2462 

0,4962 
-0,0663 
-0,3163 
0,1056 

0,0089 
-0,1014 
0,0546 

Х2 

-0,6392 
-0,4226 
-0,2061 
-0,2061 

0,0104 
-0,1520 
0,0645 

-0,1385 

0,0704 
0,0814 
0,0199 

R 
0,6435 
0,3610 
0,3707 
0,1157 

0,2526 
0,0490 
0,1238 
0,0458 

0,0100 
0,0256 
0,0039 

отражение 
отражение 
отражение 
отражение 

отражение 
сжатие 
отражение 
сжатие 

отражение 
отражение 
сжатие 

Симплекс быстро сжимается вокруг искомой оптимальной 
точки. 

МЕТОД ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КА С А ТЕЛЬНЫХ 

Метод параллельных касательных рассмотрим на примере 
двухмерной задачи R{x^,X'^. Он заключается в следующем. Из 
двух произвольных точек д;'°, х^'^, не лежащих на одной прямой за­
данного направления (например, вдоль одной переменной), про­
водят два спуска по направлению и находят две точки оптимумов 
д:" и х '̂. Далее оптимум ищут на прямой, соединяющей эти точки. 
Во всех поисках по направлению могут хфименяться любые одно­
мерные методы поиска. После отыскания оптимума д:'' вдоль на-
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правления д;" -дг^' опять ищут оптимум из точки х^ в первона 
чально заданном направлении и находят точку д:̂ ', затем опять в 
направлении х'" -дс" ищут одномерным методом оптимум и т.д 

В качестве исходного направления задается обычно направле 
ние одной из координатных осей (по х^ или по х^ и т.д.), хотя мо 
жет задаваться любое направление. 

Для квадратичных функций поиск заканчивается всего за три 
одномерных поиска, для неквадратичных — это итеращюнная 
процедура, сходящаяся к решению тем быстрее, чем ближе 
R{xi,X'^ к квадратичной функции. 

Для трехмерной задачи (в случае квадратичного критерия оп 
тимальности) необходимо сначала найти за три одномерных по 
иска оптимум в одной плоскости (например, х^ = const,), затем в 
другой, параллельной ей {х^ = const̂ ), далее потребуется один 
спуск вдоль направления точек оптимума в этих плоскостях. 

В случае л-мерной квадратичной задачи общее число одно­
мерных поисков будет определяться так: 

N„ =2N„_,+l. 

Это число быстро растет с ростом размерности задачи. В це­
лом метод успешно может применяться для задач невысокой раз­
мерности для функций, близких к квадратичным. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумер­
ной функции методом параллельных касательных приведена на 
рис. 18. 

Пример. 
Для сравнения рассмотрим пример предыдущего раздела. Од­

на начальная точка jc,o (1,4962, -1,0) совпадает с предыдущими 
точками в методах этой группы, в качестве другой выберем точку 
дс2о(1,0,1,0) сЛ = 3,9719. Из первой точки ищем минимум по пере­
менной JC|, как и в методе Гаусса—Зайделя, получаем в результа­
те точку дс" (0,6962, -1) с Л = 1,6625. Из второй точки аналогич­
ным образом ищем минимум и получаем точку х '̂ (0,1) сЛ = 2. В 
направлении через эти две точки опять ищем минимум критерия 
Для этого можно получить уравнение прямой типа х^ = к^х^+ к^, 
проходящей через две данные точки дс" и х^\ изменять с шагом 
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одну из переменных, например х^, и вычислять соответствующее 
прямой значение х^. Такое уравнение в нашем случае имеет вид 

^2 =2,8727x1-1. 
Меняем л:, и находим наилучшую точку на этой прямой (здесь 

для более точного нахождения применен следующий прием: из 
найденной лучшей точки при поиске с начальным шагом Л = 0,1 
еще раз ищем точку с А = 0,01, т.е. более точно, затем еще раз 
уточняют положение лучшей точки с еще более мелким ша­
гом Л). Найденная таким образом точка имеет координаты х^ 
(0,3778,0,0552) с Л = 0,1239. Из этой точки опять ищем минимум 
по X с уменьшающимся шагом и получаем новую точку х '̂ 
(-0,0315, -0,0552) сЛ = 0,1239. Теперь аналогично предыдущему 
этапу ищем минимум по направлению от точки х" (0,6962, -1) к 
точке *' (-0,0315, -0,0552) и получаем точку х* с координатами 
(-0,0325, -0,0556) и Л = 0,0071. Эту точку не удается улучшить 
поиском по JC,, поэтому принимаем ее за решение. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

Method Гаусса — Зайделя 
1. Достаточно ли провести поиск оптимума поочередно по всем 

переменным последовательно? 
2. Область наиболее предпочтительного использования метода 

Гаусса — Зайделя. 
3. Можно ли найти оптимум за один цикл для квадратичной 

функции? 
4. Можно ли найти решение за один шаг для сепарабельной 

функщш? 
5. Может ли оказывать влияние на результат поиска (значение 

оптимума) порядок чередования переменных при поиске? 
6. Может ли оказьгаать влияние на эффективность поиска поря­

док чередования переменных? 
7. Условие окончания поиска minJ?(x). 
8. Зачем необходима модификация—поиске последействием? 
9. Основное достоинство метода. 

10. Основной недостаток метода. 
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Метод Розенброка 
1. Как можно "запустить" метод? 
2. В каких случаях возможно "зацикливание" поиска? 
3. Для каких функций R{x) метод наиболее предпочтителен? 
4. Существует ли единственное, однозначно определяемое по 

ложение осей координат в начале каждого нового цикла? 
5. Обязательно ли преобразовывать систему координат так 

чтобы она становилась правой? 
6. При оптимизации сепарабельной трехмерной не квадратич 

ной функции R{x) сколько раз придется поворачивать oc 
координат? 

7. Сколько одномерных поисков будет сделано, если ищется оп 
тимум квадратичной функции? 

8. При оптимизации сепарабельной трехмерной квадратично 
функции R{x) сколько раз придется поворачивать оси коорди 
нат? 

9. Обязательно ли поворачивать оси координат при поиск 
экстремума п-мерной квадратичной сепарабельной функцш 
R{x)l 

10. Будет ли метод эффективно работать при квадратичной силь 
но овражной функции R{x)l 

Симплексный метод 
1. Что называется симплексом? 
2. Как находится вершина нового (следующего) симплекса? 
3. Признак зацикливания симплексного поиска. 
4. Причина зацикливания поиска. 
5. Условие растяжения симплекса в процессе поиска. 
6. Алгоритм сжатия симплекса в процессе поиска в одной из ма 

дификаций. 
7. Условие окончания поиска. 
8. Как находится точка, относительно которой отражается но 

вая вершина следующего симплекса? 
9. Какая из модификаций метода эффективнее работает в ов 

ражных функциях? 
10. Какой из алгоритмов соответствует базовому (исходному 

симплексному методу? 
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Метод параллельных касательных 
1. Каким образом можно выбрать направление исходных одно­

мерных поисков? 
2. Для каких функций R{x) метод наиболее эффективен? 
3. Основное достоинство метода. 
4. Для задач какой размерности метод будет более эффектив­

ным? 
5. При каких условиях метод является итерационным? 
6. Обязательно ли оптимум в двумерной квадратичной задаче 

будет располагаться между двумя точками оптимума по па­
раллельным направлениям? 

7. Зависит ли эффективность метода для квадратичной сепара-
бельной функции R{x) от выбора начальных направлений по­
иска? 

8. Зависят ли общие затраты на поиск от выбора начальной 
точки? 

9. Зависит ли число одномерных поисков для квадратичной 
функции R{x) от погрешности нахождения оптимума по на­
правлению? 

10. Условие окончания поиска. 

МНОГОМЕРНАЯ СЛУЧАЙНАЯ 
ОПТИМИЗАЦИЯ 

КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ 
В методах случайного поиска величина шага Д д: при построе­

нии улучшающей последовательности дг'"̂ ' =х' +Лх' формирует­
ся случайным образом. Поэтому в одной и той же ситуации шаг 
Ддс может быть различен в отличие от регулярных методов. "Ме­
тоды случайного поиска являются прямым развитием известного 
метода проб и ошибок, когда решение ищется случайно, и при 
удаче принимается, а при неудаче отвергается, с тем чтобы не­
медленно снова обратиться к случайности как к источнику воз­
можностей. Такое случайное поведение разумно опирается на 
уверенность, что случайность содержит в себе все возможности, в 
том числе и искомое решение во всех его вариантах" [10]. 
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в данном разделе рассматриваются следующие методы: сле­
пой поиск, метод случайных направлений, метод поиска с "нака­
занием случайностью", блуждающий поиск, которые отличаются 
эффективностью и возможностями. 

В целом случайные методы поиска предпочтительнее регу­
лярных в задачах высокой размерности л t 10 и вдали от оптиму­
ма. Поэтому здесь они рассматриваются сравнительно кратко, 
преимущественно в ознакомительном плане. 

Методы этой группы позволяют в среднем быстрее выходить 
в район оптимума. Эффективны рассматриваемые методы и при 
поиске глобального оптимума. 

Как и в предыдущих случаях, на рис. 19 приводятся лишь по 
одной из возможных траекторий поиска каждым из ниже рассмат­
риваемых методов. Кроме того, случайные методы имеют ту осо­
бенность, что даже при одних и тех же неформально задаваемых 
параметрах они дадут различные траектории поиска. Здесь, так 
же как и в предыдущих случаях, приведенные траектории начи­
наются из различных начальных условий, с тем чтобы не загро­
мождать построения. 

Рис.19. Иллюстрация траекторий поиска оптимума функции 
методами случайного поиска: 1 — область оптимума; 2 — 
траектория метода случайных направлений; 3 — траектория 
метода с наказанием случайностью; 4 — траектория метода 

блуждающего поиска; 5 — начальные точки поиска 
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ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 

МЕТОД СЛЕПОГО ПОИСКА 

Идея метода очень проста и наглядна. Случайным образом в 
допустимой области берется точка, и сравнивается значение кри­
терия в ней с текущим наилучшим. Если новая случайно взятая 
точка хуже хранящейся в качестве текущей лучшей, то берут дру­
гую точку. Если же нашли точку, в которой критерий лучше, то ее 
запоминают в качестве текущей лучшей. Гарантируется, что при 
неограниченном возрастании числа попыток мы будем прибли­
жаться к глобальному оптимуму, т.е. найденное текущее наилуч­
шее значение будет сколь угодно близко к точному решению. 

На практике поиск прекращают, когда число неуспешных по­
пыток превышает наперед заданное число Nz. 

Данный метод можно применять для поиска начального при­
ближения, задав сравнительно небольшое число попыток. Метод 
прост в алгоритмическом плане и не требует примера с конкрет­
ными значениями. 

МЕТОД СЛУЧАЙНЫХ НАПРАВЛЕНИЙ 

Из текущей (или заданной начальной) точки делается шаг в 
случайном направлении х'"̂ ' = х' +ha', где а — сл)^айный век­
тор с модулем, равным единице (случайно только его направле­
ние); А — коэффициент пропорциональности шага. Если 
R(x'*^)< R(x') (при поиске минимума критерия оптимальности), 
то новая точка принимается за текущую и из нее делаются шаги в 
надежде найти лучшую точку. Если Л(х'"*̂ ') >. R{x'), то делают но­
вую попытку, т.е. новый шаг Аа-'. 

Поиск заканчивают, когда за заданное число попыток Nz не 
/дается найти точку с лучшим значением критерия оптимально­
сти, чем имеющаяся текущая. 

Существуют модификации метода, в одной из которых после 
серии неудачных попыток Nz уменьшается коэффициент А, что 
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позволяет "уточнить" положение оптимума. В этом случае усло 
вием окончания является малость значения шага (т.е. h < hj^„)-

Существует также модификащи метода с обратным шагом 
Отличительной ее особенностью является то, что при неудачном 
шаге ha' из точки х' сразу производится шаг в обратном направ 
лении -ha'- При достаточном удалении от оптимума такая стра 
тегия поиска может оказаться весьма эффективной. Если и обрат 
ный шаг оказался неудачным, то можно сделать новый шаг из 
текущей точки или перейти к поиску с уменьшенным шагом. В 
последнем случае существует опасность замедления поиска вда­
ли от оптимума, особенно в овраге. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной 
функции методом случайных направлений приведена на рис. 19. 

Пример. 
1. Требуется найти минимум фунищи R(xi,X2)=Axi +Вх\ -

-Ccj -Dx2, где^ = 1,5 =2,С =3,1> =4. 
2. Интервал поиска: дс1„ач = -2, XUOH = 2, хгнач = -2, дсггон = 2. 
3. Начальная точка: дгю = -0,5, X^Q = - 1 . 
4. Параметры поиска: коэффищ1ент шага Л = 1, число попыток 

в каждой точке Nz= 10. 
Р е з у л ь т а т ы вычислений представлены в табл. 28. 

Таблица 28 

№нтер 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 

Х\ 
-0,4282 
-0,3375 
-0,3375 
-0,2469 
-0,2166 
-0,1965 
-0,1159 
-0,1864 
-0,2771 
-0,1864 
-0,0957 

Хг 
-0,8868 
-0,9057 
-0,7358 
-0,7358 
-0,5660 
-0,3962 
-0,3019 
-0,1887 
-0,1132 
-0,1509 
-0,1887 

/{наилучшее 
7,3722 
7,3722 
7,3722 
7,3722 
7,3722 
7,3722 
7,3722 
1,7359 
1,7359 
1,2884 
1,2884 

Попытка 
неудачная 
неудачная 
неудачная 
неудачная 
неудачная 
неудачная 
неудачная 
удачная -
неудачная 
удачная 
неудачная 
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Продолжение 

ihmf 
12 
13 
14 
15 

28 
29 
30 
31 

Х\ 

-0.0353 
-0,0856 
-0,0151 
0.0756 

0.7607 
0,8514 
0,9421 
0.9824 

хг 
-0.0566 
0,0943 
0.2075 
0.2264 

1.0189 
0.9623 
0,9057 
1.0755 

R наилучшее 

1.2884 
1.2884 
1.2884 

-0,6987 

-3.6836 
-3,8412 
-3,8412 
-3,9723 

Попытка 
неудачная 
неудачная 
неудачная 
удачная 

удачная 
удачная 
неудачна]^ 
удачная 

Последнюю точку можно считать решением, так как за задан­
ное число следующих попыток (10), которые для краткости не 
приведены, не удалось найти лучшую точку. Возможно, увеличив 
число таких попыток, можно найти лучшее решение. 

МЕТОД ПОИСКА 
С "НАКАЗАНИЕМ СЛУЧАЙНОСТЬЮ" 

Метод является аналогом метода наискорейшего спуска, 
только направление локального поиска не градиентное, а случай­
ное. Как и в предыдущем методе, из текущей точки делают слу­
чайные шаги до тех пор, пока не будет найдена точка с лучшим 
значением критерия оптимальности. Затем в этом направлении 
регулярным методом одномерного поиска ищут оптимум. В точ­
ке оптимума по направлению опять случайным образом ищут но­
вое направление и т.д. 

Условием окончания обычно является невозможность полу­
чения лучшей точки из текущей за предварительно заданное чис­
ло попыток Nz. 

О, ,da из возможных траекторий поиска минимума двумерной 
фуюощи методом поиска с "наказанием случайностью" приведе­
на на рис. 18. 

Пример. 
Для сравнения рассмотрим пример, аналогичный предыду­

щему. 
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Результаты вычислений представлены в табл. 29, где Л̂поп ~ 
число неудачных попыток в данной точке найти лучшее направ 
ление поиска. 

Таблица 29 

№|ггер 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

XI 

-0,4987 
-0,3779 
-0,0641 
0,0814 
0,3661 
0,8722 
0,8983 
0,9988 
0,9988 

Х2 

-1,0000 
1,0365 
0,5329 
0,3625 
1,2154 
1,4260 
0,9867 
0,9658 
0,9658 

R 

7,3722 
6,0485 

-1,0952 
-1,4190 
-1,9197 
-3,1468 
-3,8288 
-3,9976 
-3,9977 

•''ПОП 

1 
3 
6 
5 
0 
2 
6 
8 

10 

Последнюю точку можно считать решением, так как за задан 
ное число попыток (10) не удалось найти лучшую точку. Возмож 
но, увеличив число таких попыток, можно найти более хороше 
решение. 

МЕТОД С "БЛУЖДАЮЩИМ" ПОИСКОМ 

Данный метод является статистическим расширением гради 
ентного метода и реализуется в соответствии с алгоритмом 

jc'^' =х' •hgnidRix') + h^a' =х' -Ах', 

где а — случайный вектор с единичным модулем, А и Л, — коэф 
фициенты, характеризующие вклад случайной составляющей (Ai 
и регулярной составляющей (А) в величину шага. 

Чаще в формуле для дс'"̂ ' используется не градиент R(x), а со 
ответствующие направляющие косинусы градиента (см. метод 
градиента в теме "Многомерная градиентная оптимизация"), что 
позволяет выдерживать заданное соотношение между регуляр 
ной и случайной составляющими шага. 

155 



Теоретически доказывается, что данный алгоритм наиболее 
вероятно приведет к глобальному экстремуму. В алгоритме могут 
использоваться алгоритмы коррекции шага А, свойственные гра­
диентному методу, который включается после Nz неудачных по­
пыток. Условием окончания является малость значения шага (т.е. 

Стратегия поиска может предусматривать не постоянное, а 
периодическое добавление случайного вектора к градиентному 
шагу. Частота случайных "скачков" должна уменьшаться по мере 
приближения к оптимуму и увеличиваться вдали от него. Для это­
го существуют специальные алгоритмы самообучения, например: 

Ns = Ns{M,R{x)), 
где Ns—число шагов регулярным градиентным методом без слу­
чайной составляющей, т.е. период добавления случайной состав­
ляющей; 

М — заданное целое число (рекомендуется 2<Мй\0, при 
этом в процессе поиска Ns будет изменяться в диапазоне М/2 ... 
ЮМ. 

Обратно пропорщюнально частоте "скачков" меняется и доля 
случайной составляющей в шаге, т.е. Л] = h^lNs. Условием окон­
чания поиска будет, как и в регулярном градиентном методе, бли­
зость градиента к нулю. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной 
функции методом блуждающего поиска приведена на рис. 19. 

Пример. 
Для сравнения рассмотрим пример, полностью аналогичный 

примеру в предыдущем разделе. Результаты вычислений сведены 
в табл. 30. 

Таблица 3 О 

№ , п ^ 
1 
2 
3 
4 
5 

Х\ 

-0,2275 
0,5266 
1,3784 
0,4002 
1,3950 

Xl 

-0,0375 
0,6192 
1,1431 
0,9357 
1,0371 

R 
0,8236 
-3,1438 
-3,4753 
-3,1281 
-3,4676 

N 
1 
1 
3 
2 
1 
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Продолжение 

№кгев 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

Х\ 
0,3964 
1.3961 
0,3961 
1.3961 
0,3961 
1,3961 
0,3961 

^ 
0,9849 
1,0088 
0,9965 
1,0021 
0,9992 
1,0005 
0,9998 

R 
-3,1263 
-3,4671 
-3,1262 
-3,4671 
-3,1262 
-3,4671 
-3,1262 

Л̂  
4 
1 
1 
1 
3 
2 
1 

Нетрудно заметить, что при заданных параметрах поиск "за­
циклился" в окрестности оптимума. Для повышения эффективно­
сти поиска следует попытаться выбрать другие параметры поис­
ка, но формальных рекомендаций по их выбору нет. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. в чем заключается основное преимущество случайных мето­
дов поиска? 

2. В чем достоинство метода слепого поиска? 
3. Назовите недостаток слепого метода поиска. 
4. Может ли в методе "блуждающего" поиска начальная точка 

выбираться случайным образом? 
5. Может ли в методе поиска с "наказанием случайностью" на­

чальная точка задаваться исследователем не случайно, а из 
своих соображений? 

6. Может ли в методе слепого поиска начальная точка выби­
раться не случайно, а по желанию исследователя? 

7. Сравните эффективность метода поиска с "наказанием слу­
чайностью" с методом наискорейшего спуска. 

8. Сравните эффективность метода случайных направлений с 
градиентным методом в случае овражной R{x). 

9. Чем характеризуется случайный вектор, который использу­
ется в методе случайных направлений? 

10. Что нужно сделать, чтобы получить более высокую точность 
решения задачи оптимизации в методе поиска с "наказанием 
случайностью"? 
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МНОГОМЕРНАЯ УСЛОВНАЯ 
ОПТИМИЗАЦИЯ 

КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ 

В данном разделе рассматриваются численные методы по­
строения улучшающих последовательностей при наличии огра­
ничений типа равенств (связей) и типа неравенств (ограничений) 
(рис. 20). Сюда не входят методы, использующие условия оп­
тимальности. Во всех методах строится в допустимой области 
последовательность точек, в которых значения критерия улучша­
ются. Поиск осуществляется градиентным методом. При этом 
предполагается, что учащийся знаком с особенностями и усло­
виями работы этого метода по крайней мере в объеме соответ­
ствующего раздела настоящего пособия. 

Допустимая область может формироваться автономными ог­
раничениями X, иа„ ^ Xi < Xi ^ , связями /у(х„Х2,... ,Х„)=0 (j = I, 
...,7и)И.ограничениямиF,(A:,,A:2,...,J^„) ^ О,дляу = 1,...,/?. 

Рис. 20. Иллюстрация траекторий поиска минимума функции при 
наличии ограничений типа неравенств: 1 — допустимая область; 
2 — запрещенная область; 3 — траектория метода проектирования 
градиента; 4 — оптимум 1; 5 — траектория метода штрафов; б — 
траектория прямого метода с возвратом; 7 — оптимум 2; 8 — на­

чальные точки поиска 
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функции, задающие ограничения, могут формировать допу 
тимую область с различными свойствами: монотонными, кол 
бательными, с большой и малой кривизной и т.д., что оказывае 
влияние на эффективность методов поиска. 

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 

МЕТОД ШТРАФОВ 

Метод штрафов позволяет перейти от исходной задачи с огра 
ничениями к другой задаче без ограничений путем формирована 
новой структуры критерия оптимальности. Оптимальное реше 
ние новой задачи совпадает с решением исходной задачи и при 
надлежит исходной допустимой области. 

Пусть имеем задачу 
i?(A:)->min, fiix)=0, i = \,...,m, т<п, 
х\[:п], Fj{x)>0, j = \,...,p. 

Формируется новый критерий, например с квадратичны 
"штрафом" для ограничений типа равенств: 

с модульным "штрафом": 

Л̂ 2 =Л(̂ ) +а(Х 1/,(х)| + Х^;-(^)) = (̂̂ ) +^2. 

С комбинированным "штрафом": 

(индексы суммирования для простоты опущены), где а — коэф 
фициент "штрафа". Он характеризует вклад в общий критерш 
оптимальности. Rp — новый критерий, FJx) — срез функци 
F{x); он определяется по следующему правилу: 

[ О , если F{x)>0, Fix) = < 
\-F{x), если F{x)<Q. 



Отклонения от ограничений увеличивают критерий Rp, т 
как бы накладывают "пгграф" Н на Rp. Уменьшение Rp происх 
дит как за счет уменьшения R{x), так и за счет уменьшения вел 
чины нарушения ограничения. 

В точке минимума ограничения будут справедливы, т.е. ра 
ны нулю, и поэтому /г* = R*. Однако это соотношение будет спр 
ведливо только при коэффициенте "штрафа", стремящемся к бе 
конечности. 

Увеличение а, с одной стороны, не допускает больших отю 
нений в "запретные" стороны от ограничений (это хорошо), а 
другой — увеличивает "овражность" Rp (овраг размерности 
имеет место вдоль ограничений), что резко усложняет поиск o 
тимума Rp (это плохо). 

Поэтому целесообразно решать задачу сначала с маленькн 
значением а, потом его увеличивать. Это будет способствова 
более быстрому выходу в область условного оптимума и точно\ 
его определению. 

Существуют и другие структуры Rp, в частности учитыва 
щие сравнительную важность отдельных ограничений. При это 
каждое ограничение может иметь свой коэффициент штрафа. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерн 
функции методом штрафов приведена на рис. 20. 

Пример. 
Требуется найти минимум функции R{X'^,X'^ = Ax\-^Вх^ 

-Ccj -Dx2 при наличии ограничения типа равенства. 
1. Коэффициенты выражения/?(jc,,X2): A = \,B=\,C-\,D = 
2. Интервал вычислений (автономные ограничения): л:|нач 

3. Начальная точка: Х]о = -0,1864, лго = 0,4340. 
4. Прочие данные: h =0,1; погрешность = 0,05; штраф = О 

вид штрафа: модульный. 
5. Ограничения типа равенства /(^1,^:2) =Л)гр̂ 1 +̂ orii=«̂ 2-l =0 
Коэффициенты ограничения: Аогр = 5,00; Boip = 9,30. 
В соответствии с методом сформируем новый критерий, м 

нимум которого будем искать градиентным методом Rp = R 
+ аДх). Величину а выбираем равной 0,5. 
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Результаты вычислений приведены в табл. 31 без подробны 
промежуточных результатов. В таблице приведены для иллюст 
рации только первые 10 шагов, из которых видно, что поиск идет 
довольно медленно и отклонения постоянно колеблются, посте 
пенно уменьшаясь. Характер поиска соответствует овражной 
функции Rp. 

При решении практических задач можно сначала задават 
меньшее значение а, при этом поиск быстрее выйдет в район оп 
тимума, а затем увеличивать коэффициент штрафа, что позволш 
точнее найти решение. 

Таблица 3 1 

№irrep 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

Xl 

-0,1864 
-0,1015 
-0,1398 
-0,0537 
-0,0915 
-0,0046 
-0,0421 
-0,0797 
0,0073 

-0,0302 
0,0572 

Х2 

0,4340 
0,5382 
0,4111 
0,5112 
0,3918 
0,4883 
0,3753 
0,2943 
0,3730 
0,2926 
0,3710 

R 

-0,0657 
-0,1481 
-0,1051 
-0,1963 
-0,1476 
-0,2453 
-0,1924 
-0,1285 
-0,2412 
-0,1768 
-0,2904 

Отклонение 
(штраф) 

5,3762 
5,3069 
5,2776 
5,0088 
5,1936 
4,7599 
3,5737 
4,6935 
3,5477 
4,6975 

МЕТОД ПРЯМОГО ПОИСКА С ВОЗВРАТОМ 

В этом методе условие строгого соблюдения ограничений 
f(x) =0 заменяют менее строгим, например: |/(х)| < s, где е — 
допустимое нарушение ограничения (только в процессе поиска) 

В этом случае внутри допустимого "коридора", который обра 
зуется по обе стороны от ограничения типа равенств и в допусти 
мой области ограничения типа неравенств, оптимум R(x) ищется 
любым методом без учета ограничений (например, градиентным 
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методом). Как только в процессе поиска достигается граница 
"рассматриваемого" ограничения |/(х)| = е, то происходит воз­
врат на ограничение, причем это осуществляется по нормали к 
функции ограничения f(x) или F(x). 

При достижении границы ограничения типа неравенств 
F(x) =0 или автономных ограничений осуществляется "отскок" 
от границы в сторону допустимой области. Величина отскока мо­
жет задаваться. Она влияет на скорость поиска и на возможность 
нахождения глобального оптимума в случае невыпуклой допус­
тимой области (даже в случае одноэкстремальной функции кри­
терия оптимальности задача с ограничением может иметь не­
сколько локальных оптимумов). 

Если в процессе поиска нарушено сразу несколько ограниче­
ний, то возврат осуществляется по сумме градиентов всех нару­
шенных ограничений. 

Недостатком метода является сравнительно небольшая ско­
рость поиска при движении вдоль ограничений. Процесс поиска 
вблизи оптимума замедляется. 

Условием окончания поиска при наличии ограничений типа 
равенств обычно считается достижение заданной близости двух 
соседних точек возврата на ограничение. При наличии ограниче­
ний типа равенств условие остановки то же самое, что и в преды­
дущем случае, или малость градиента Щх), если оптимум лежит в 
допустимой области. 

Одна из возможных траекторий поиска минимума двумер­
ной функции методом прямого поиска с возвратом приведена на 
рис. 20. 

Пример. 
Для сравнения рассмотрим пример, полностью аналогичный 

примеру на с. 160; границу допустимого временного нарушения 
ограничения примем за 1. 

Узловые результаты вычислений представим в виде таблицы, 
опуская больпшнство промежуточных результатов, так как они 
повторяют предыдущие методы. В табл. 32 "поиск ..." означает 
движение по градиенту R{xi,X2) до границы допустимого "кори­
дора", а "возврат ..." — возврат на ограничение. 
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Таблица 3 2 

No 
• ' ^ - H T q ) 

0 

1 

2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

Xl 

-0,1864 

0,0151 

-0,0359 

0,1058 
0,0497 
0,1763 
0,0832 
0,2267 
0,1234 
0,2670 
0,1562 

Xz 

0,4340 

0,4528 

• 0,3668 

0,3962 
0,3135 
0,3396 
0,2220 
0,2830 
0,1743 
0,2453 
0,1442 

Операция 

начальная точка 
поиск по 

gradif(x„X2) 
в доп. области 

возврат на 
ограничение 

поиск... 
возврат... 
поиск... 

возврат... 
поиск... 

возврат... 
поиск... 

возврат... 

R 

-0,0657 

-0,2629 

-0,1964 

-0,3438 
-0,2647 
-0,3951 
-0,2554 
Ч),4180 
-0,2654 
-0,4331 
-0,2758 

Откло­
нение 
10,0000 

1,0037 

0,1648 

0,9815 
0,1009 
0,9573 
0,0974 
0,9435 
0,0624 
0,9327 
0,0445 

Две последние точки возврата на ограничение (8 и 10) отлича­
ются друг от друга меньше, чем заданная погрешность: 

(0,1234-0,1562)^ +(0,1743-0,1442)2 =0,00198185 

— это квадрат отклонения; отклонение примерно равно 0,045 < 
< 0,05 (заданная погрешность). Поэтому можно прекратить поиск 
и последнюю точку считать решением. 

Недостатком метода является трудоемкость вычисления нор­
мали к границе ограничения. В примере эта часть вычислений не 
приведена ввиду большого объема; способ построения нормали 
можно найти в любом учебнике по высшей математике. 

МЕТОД ПРОЕКТИРОВАНИЯ ГРАДИЕНТА 

В данном методе, так же как и в методе прямого поиска с воз­
вратом, ограничения типа равенств заменяются менее строгим ус­
ловием попадания в заданный "коридор", т.е. вместо f(x) = О учи­
тывают |/(х)|<г (только в процессе поиска). Ограничение типа 
неравенств тоже "разрешается нарушать", т.е. F(x) > -е-
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При наличии ограничений типа равенств движение внутри 
"коридора" осуществляют в направлении касательной к поверх­
ности ограничений в текущей точке. Для определения конкретно­
го направления поиска в плоскости (в двухмерном случае каса­
тельная гиперплоскость вырождается в прямую линию) на нее 
проектируют градиент критерия оптимальности. В направлении 
проекщ{и градиента осуществляется движение до тех пор, пока не 
будет достигнута граница допустимого "коридора" или найден 
экстремум по направлению. Из достигнутой точки осуществляет­
ся возврат на ограничение по нормали к нему. Далее все noBTop̂ j-
ется опять. 

В области условного оптимума, как правило, возникает зацик­
ливание, т.е. смена движения вдоль ограничения на противопо­
ложное. В этом случае можно найти решение усреднением одних 
из координат поиска и вычислением других из уравнений ограни­
чений или уменьшением величины "коридора". Многократное 
уменьшение "коридора" позволяет точнее получить решение за­
дачи; условием окончания поиска является близость двух точек 
возврата на ограничение. 

При наличии ограничений типа неравенств в допустимой об­
ласти поиск идет без учета ограничений (например, градиентным 
методом), а при достижении границы F(jc) = О—по касательной 
к границе ограничений (или суммы достигнутых ограничений) 
внутрь "запретной" области на величину Е. Затем осзтцествляется 
возврат на поверхность ограничения (по нормали к границе). 

При определенных условиях может произойти "отрыв" траек­
тории поиска от границы F(x) =0, и дальнейшее движение может 
в допустимой области осуществляться любым методом поиска 
без ограничений. При достижении автономных ограничений 
дальнейшее движение осуществляется вдоль ограничения. 

Метод довольно эффективен при движении вдоль ограниче­
ний небольшой кривизны. В этом случае редко осуществляется 
возврат на ограничение. 

К недостаткам метода относится большой объем вычислений, 
связанный с вычислением касательной гиперплоскости, с проек­
тированием градиента на нее. 
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Одна из возможных траекторий поиска минимума двумер 
ной функции методом проектирования градиента приведена н 
рис. 20. 

Пример. 
Для сравнения рассмотрим пример, полностью аналогичны» 

примеру в предыдущем разделе. Узловые результаты вычислений 
представим в виде таблицы, опуская большинство промежуточ 
ных результатов, так как они повторяют предыдущие методы 
В табл. 33 "поиск..." означает движение по касательной к ограни 
чению до границы допустимого "коридора", а "возврат ..." — 
возврат на ограничение. 

Таблица 3 3 

№итер 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Х\ 

-0,1864 
0,1963 
0,2376 
0,2039 
0,1636 
0,0757 
0,0761 
0,1463 
0,0392 

XI 

0,4340 
0,0180 
0,2040 
0,2410 
0,2715 
0,3234 
0,3239 
0,1293 
0,2965 

Операция 

начальная точка 
поиск... 

возврат... 
поиск... 

возврат... 
поиск... 

возврат... 
поиск... 

возврат... 

R 

-0,0657 
-0,2065 
-0,3866 
-0,3784 
-0,3570 
-0,2941 
-0,2946 
-0,2557 
-0,2478 

Откло­
нение 

0,5652 
0,4823 
0,2231 
0,1002 
0,1524 
0,1020 
0,2066 
0,0459 

Две последние точки возврата на ограничение (6 и 8) отлича 
ются друг от друга меньше, чем заданная погрешность: 

(0,0761-0,0392)^ -I- (0,3234-0,2965)^=0,00211 

— это квадрат отклонения; отклонение примерно равно 0,046 < 
< 0,05 (заданная погрешность). Поэтому можно прекратить поиск 
и последнюю точку считать решением. 

Недостатком метода является трудоемкость вычисления каса 
тельной к границе ограничения. В примере эта часть вычислений 
не приведена ввиду большого объема; способ построения каса 
тельной можно найти в любом учебнике по высшей математике 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

Метод штрафов 
1. На что накладывается "штраф"? 
2. Зачем увеличивают коэффициент "штрафа"? 
3. Зачем можно уменьшать коэффициент "ппрафа"? 
4. Где выбирается начальная точка поиска? 
5. Что надо делать, чтобы уменьшить "овражность" расширен 

ного критерия оптимальности? 
6. Разрешается ли нарушать ограничения в процессе поиска? 
7. Каким методом предпочтительнее искать оптимум расши 

ренного критерия оптимальности? 
8. От чего зависит точность нахождения оптимума исходной 

задачи? 
9. Как ускорить процесс отыскания оптимума исходной задачи? 

10. Как формируется расширенный критерий оптимальности в 
случае поиска тах/?(л:)? 

Метод прямого поиска с возвратом 
1. Как формируется вспомогательный критерий оптимальности 

решаемой задачи R^ix) при использовании рассматриваемого 
метода? 

2. В каком направлении осуществляется движение после дости­
жения ограничения типа равенства f(x) =0? 

3. Когда происходит "возврат" в допустимую область при ис­
ходной задаче R{x) -> шах с ограничениями F{x) > О? 

4. Какое влияние оказывает ширина допустимого "коридора" 
на эффективность поиска? 

5. Какое влияние оказывает ширина допустимого "коридора" 
на точность нахождения решения? 

6. Зачем вводится "коридор" в задаче оптимизации типа 
К{х)^та\,Г(х)>07 

7. Может ли процесс поиска решения остановиться не на огра­
ничении f{x) =0? 
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8. Условие окончания поиска в задаче с ограничениями типа 
F(x)>0. 

9. Как определяется направление возврата в допустимую об­
ласть в случае одновременного нарушения двух и более огра­
ничений типа неравенств? 

10. В каких случаях эффективность поиска будет низкой? 

Метод проектирования градиента 
1. Какой градиент проектируется в методе? 
2. Куда проектируется градиент R(x) ? 
3. Куда проектируется градиент /(дс) ? 
4. Какое выражение задает направление касательной к 

Пх„Х2)=0? 
5. Какое выражение задает направление нормали к функции ог­

раничения/(jc) в точке(дс(, х'2), лежащей на ограничении? 
6. Зачем вводится допустимый "коридор" в запретной области 

для ограничения типа неравенств F(x) > О? 
7. В каких случаях метод наиболее эффективен? 
8. В каком направлении необходимо искать шпК{х) внутри до­

пустимого "коридора", если направление касательной к огра­
ничению и градиента R(x) не совпадают? 

9. В трехмерной задаче Я(х^,Х2,х^)-^ mn,f(xi,X2,x^)=0, имея 
только касательную к ограничению в данной точке, можно ли 
указать направление поиска? 

10. Как находится направление поиска nanR(x) в каждой теку­
щей точке поиска внутри допустимой области? 



ПРОГРАММНЫЕ СРЕДСТВА 
ДЛЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ 
РАБОТ 

Существует немало различных программных систем для про­
ведения математических расчетов. Это пособие не претендует на 
рассмотрение всех имеющихся систем. Упомянем лишь наибо­
лее распространенные, работающие как под DOS, так и под 
WINDOWS. Это накладывает отпечаток и на используемые ком­
пьютеры. 

Для работы на компьютерах невысокой производительности, 
которые пока еще составляют значительную долю в учебных за­
ведениях, можно использовать пакет Eureka. 

Для обучения может представлять интерес "Электронный 
учебник по численным методам", который работает под DOS и 
ориентирован прежде всего на первичное освоение методов, их 
исследование, контроль усвоения, а не на решение всех встречаю­
щихся в практике задач, хотя с его помощью тоже можно решать 
сравнительно широкий круг практических задач. 

Для проведения вычислений на современных компьютерах 
следует рекомендовать, помимо Excel, широко распространенные 
пакеты MathCad, MathLab, Mathematica, Maple, Derive, Statistica, 
общая характеристика и рекомендуемая литература по которым 
приведены ниже. 

EUREKA 
Интегрированная программная система Еш-ека предназначена 

для решения систем линейных и нелинейных уравнений и нера­
венств. Кроме того, Eureka обладает следующими возможнос­
тями: 

• вычислять значения производных и определенных интегра­
лов; 

• осуществлять поиск максимума и минимума функций; 
• работать с экспоненциальной, логарифмической, тригоно­

метрическими функциями, а также с полиномами. 
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Используя систему Eureka, можно выводить на экран и печа­
тать графики или таблицы значений функций; пересчитывать 
единицы измерений; создавать отчет о проведенной работе. 

Пользователь системы избавлен от необходимости програм­
мирования процесса решения задачи. Eureka требует лишь описа­
ния условия задачи в форме, максимально приближенной к при­
вычной алгебраической записи уравнений и неравенств. 

ЭЛЕКТРОННЫЙ УЧЕБНИК 
ПО ЧИСЛЕННЫМ МЕТОДАМ 

Электронный учебник, выполненный в двух частях, представ­
ляет собой программные комплексы, рассчитанные на IBM-сов­
местимые компьютеры. 

Работа с учебником рассчитана на слабо подготовленного 
пользователя и не требует специальных навыков работы на ЭВМ. 
Он содержит описание порядка работы с программой, доступное 
в любой момент работы, и развитую систему информационной 
помощи. 

Первая часть учебника по численным методам содержит сле­
дующие разделы: 

1. Интерполяция. 
2. Аппроксимация. 
3. Решение нелинейных уравнений. 
4. Вычисление интегралов. 
5. Основы решения дифференциальных уравнений в обычных 

производных. 
6. Основы решения дифференциальных уравнений в частных 

производных. 
7. Методические указания по обучению. 

Вторая часть учебника по численным методам оптимизации 
содержит следующие разделы: 

1. Одномерная оптимизация. 
2. Многомерная безусловная градиентная оптимизация. 
3. Многомерная безусловная безградиентная оптимизация. 
4. Многомерная случайная безусловная оптимизация. 
5. Многомерная условная оптимизация. 
6. Методические указания по обучению. 
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Построение каждого раздела базируется на необходимом со 
четании знакомства с теорией метода, активного практической 
исследования особенностей работы методов в различных ситуа 
Щ1ЯХ, самоконтроля усвоения материала и алгоритмов реализа 
Щ1И методов на ЭВМ. Использование всего арсенала приемо 
воздействия на сознание обучаемого позволяет активно на разли 
чных уровнях подсознания усваивать сложные математичесюк 
методы и приобретать навыки их использования. Анализ характе 
ра процесса решения в различных ситуащ1ях позволяет иссле 
дователю (т.е. обучающемуся в активной форме) распознават 
особенности методов при решении конкретных задач и соответст 
вующим образом корректировать параметры методов или сам 
методы для повьппения эффективности их использования в буду 
щей работе. 

Одним из важных аспектов применения численных методо 
является структура футщий (в нелинейных уравнениях, интегра 
лах и т.д.) и критерия оптимальности (в задачах оптимизации). 
связи с этим в учебнике значительное внимание уделяется форми 
рованию'(а не только выбору) заданных особенностей функций 
критериев оптимальности. Обучаемый может создавать практи 
чески любые структуры функций как из предлагаемого набора 
несколькими степенями свободы изменения их свойств, так и вво 
дить свои. Также широкие возможности предоставляются и np 
формировании ограничений и связей в задачах условной оптими 
зации. 

Самоконтроль усвоения материала может быть по желании 
преподавателя организован в различных режимах. Основна 
цель, которая при этом преследуется, — это не жесткая оценка 
характеризующая "ответный показатель" меры усвоения, а обра 
щение внимания обучаемого на многие особенности методов, ко 
торые или рассмотрены в теоретической части, или затрагивалис 
при практической работе. 

При использовании электронного учебника в аудиторных за 
нятиях преподаватель может легко устанавливать свои задания 
т.е. учебник служит не "программой однократного действия", 
инструментом, с помощью которого можно, решая широкий Kpy 
задач, существенно повысить эффективность обучения сложны» 
современным математическим методам. 
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Электронный учебник является очень важной составной ч 
стью учебного пособия по вычислительным методам в математ 
ческом моделировании. Он позволяет с высокой степенью н 
глядности изучать соответствующие методы в режиме активн 
практики и исследования. 

Требования к компьютеру для установки электронного уче 
ника: ШМч:овместимый компьютер с процессором 286 и вып 
1 Мбайт RAM, 2,5 Мбайта свободной памяти на винчестере на к 
ждую из двух частей, дисплей не хуже EGA. 

Авторские права на учебник зарегистрированы в РосАП 
свидетельство № 960181 от 20.05.96. 

Электронный учебник полностью (обе части — две дискет 
или частично (одна часть по выбору — одна дискета) может бы 
выслан авторами наложенным платежом по персональным зая 
кам, которые можно направлять через издательство или неп 
средственно авторам по E-mail: myvas@iubnt.yar.ru, а таю 
myvas@mail.ru. 

Стоимость каждой дискеты учебника примерно равна CTOHM 
сти книги. Каждая дискета содержит возможность двух инсталл 
ций программы на персональный компьютер. 

Демонстращюнная версия программы (усеченный вариант 
ограниченными возможностями) может быть выслана по элек 
ройной почте бесплатно. 

MATHCAD 
MathCad представляет собой интегрированную среду для B 

полнения, документирования и обмена результатами техниче 
ких вычислений. Он позволяет пользователям вводить, редаюп 
ровать и решать уравнения, визуализировать результат 
документировать их, а также обмениваться результатами анализ 
MatiiCad служит средством вь1числений, анализа и наггасания о 
четов для профессионалов во всех областях науки и техники 
студентов. 

Записывая большинство математических формул в рабоч 
документе MathCad, как это делается на листе бумаги, вы можс 
тут же получить желаемый ответ. Если необходимо выполни 
алгебраические хфеобразования или действия математическо 
анализа над заданным выражением, то MathCad сделает это, сна 
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жая по вашему желанию выкладки соответствующими текстов 
ми комментариями. Если нужно найти числовые результат 
MathCad найдет их. В выкладках при поиске числового результ 
та наряду с общеупотребительными математическими операци 
ми и функциями может быть использовано большое количест 
встроенных функций численного анализа MathCad, таких, к 
функции отыскания собственных векторов матрицы, решеш 
дифференциальных уравнений и генерации последовательное 
случайных чисел с заданным законом распределения. 

Использование всех упомянутых возможностей MathCad Я 
ляется чисто рутинным и не требует никакого программировани 
Вам не нужно ломать голову над способом решения задач 
MathCad это берет на себя, и вы можете всецело сосредоточить 
на анализе результата. Например, чтобы найти значение интегр 
ла, не нужно ни подыскивать подходящую квадратуру, ни отл 
живать алгоритм, достаточно записать интеграл и нажать знак р 
венства. 

MathCad допускает форматирование выводимых числовь 
результатов, использует при выводе единицы измерения (в то 
числе 95 встроенных) и автоматически изменяет числовое знач 
ние результата при изменении единицы его измерения. Для визу 
лизации результатов MathCad строит 7 разновидностей двуме 
ных и трехмерных графиков, каждая из которых предоставлж 
богатые возможности оформления и форматирования. На каждо 
двумерном графике может находиться одновременно до 16 ра 
личных кривых, имеющих по 6 атрибутов. MathCad может бьп 
интегрирован с программным продуктом Axum (в версии 6 пост 
вляется отдельно), что позволяет пополнить список выводимы 
графиков еще 75 их типами. 

Совмещая текст, графику и формулы, записанные в их привь 
чном виде, документ MathCad вьи-лядит, как страница учебни 
или научной статьи. При этом формулы являются "живыми" -
стоит внести изменения в любую из них, как MathCad перерису 
графики, выведет новые результаты и т.п. Можно анимирова 
любой график, записав его эволюцию при изменяющихся знач 
ниях параметра, а затем воспроизвести полученную мультипл 
кацию со звуковым сопровождением. 

Вычислительные возможности MathCad могут быть увелич 
ны за счет расширения списка встроенных функций. Для это 
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можно либо приобрести один из специализированных пакето 
функций MathSoft, либо написать библиотеку таких функций са 
мостоятельно, используя один из 32-разрядных компиляторо 
С/С-Н-, причем в последнем случае самодельные функции HH4ev 
не будут отличаться от фирменных — они будут появляться в ди 
алоговом окне MathCad, выдавать сообщения об ошибках и т.п. 

MathCad 8 Professional — это существенный этап в эволюции 
MathCad. Он пользуется всеми преимуществами OLE2 для рабо 
ты с другими приложениями, подцерживая технологии "drag ап 
drop" и "in-place activation" для клиента и сервера. Встроенна 
версия Microsoft® Internet Explorer включает окно содержания 
которое предоставляет доступ к ресурсам MathCad и HTML, рас 
положенным в любом месте в Internet. Также разработан новы£ 
язык визуального программирования MathConnex для связи дан 
ных MathCad и других приложений. С появлением MathConnex 
пользователи получили полностью интегрированную среду дл 
решения инженерных задач. 

Для сложных задач анализа и создания отчетов используйт 
MathCad 8 Professional. Если вам не нужна вся мощь профессио 
нальной редакции, а электронной таблицы и калькулятора все 
таки недостаточно, попробуйте поработать с MathCad 8 Standard 
отличным инструментом для повседневной работы. 

MATHCAD EXPLORER 

22 июня 1998 г. производитель широкого класса математичес 
ких и технических программ для профессионалов и студентов 
MathSoft Inc. анонсировал вьшуск MathCad Explorer, самого со 
вершенного инструментария для выполнения математических 
вычислений в Web. MathCad Explorer—это бесплатное приложе 
ние, доступное по адресу http://www.mathsoft.com, которое предо 
ставляет студентам доступ ко всем тем функциям MathCad, кото 
рые используют миллионы профессионалов по всему миру 
MathCad Explorer включает полный набор вычислительных ф)гнк 
ций, необходимых современному студенту, к тому же сопровож 
даемых обучающими средствами и возможностью виртуальных 
групповых занятий. 
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Требования к компьютеру для установки MathCad 
MathCad 8 Professional: персональный компьютер с процес­

сором Pentium 90 или выше; Windows 95, 98, NT 4.0 или более 
поздние версии; 16 Мбайт RAM необходимо; 32 Мбайта рекомен­
дуется; минимум 30 Мбайт на жестком диске; 80 Мбайт требуется 
для полной установки; дисковод CD; графическая карта и мони­
тор VGA (рекомендуется Super VGA); мышь; доступ в Интернет 
для полноценной работы с дополнительными ресурсами. 

MathCad 7: персональный компьютер с процессором 80486 
или Pentium; Windows 95 или Windows NT 3.51 или более поздние 
версии; 16 Мбайт RAM необходимо; минимум 18 Мбайт на жест­
ком диске; 55 Мбайт требуется для полной установки; дисковод 
CD; графическая карта и монитор VGA (рекомендуется Super 
VGA); мышь. 

MathCad 6: персональный компьютер с процессором 80386, 
80486 или Pentium; арифметический сопроцессор не обязателен, 
но его присутствие существенно увеличивает производитель­
ность; Windows 3.1 или более поздняя версия; Windows NT 3.5 
или более поздняя версия, или Windows 95; не менее 8 Мбайт опе­
ративной памяти; минимум 20 Мбайт на жестком диске для фай­
лов MathCad и 3 Мбайта свободного пространства на том диске, 
на котором установлена операционная система Windows; видео­
монитор и видеокарта, совместимые с Windows; мышь. 

Axum 6: персональный компьютер с процессором Pentiimi 90 
или вьппе; Windows 95, 98, NT 4.0 или более поздние версии; 
32 Мбайта RAM необходимо; математический согфоцессор; ми­
нимум 90 Мбайт на жестком диске, 145 Мбайт требуется для пол­
ной установки; дисковод CD; графическая карта и монитор VGA 
(рекомендуется Super VGA); мышь. 

MAPLE 

Основной программный продукт, выпускаемый Университе­
том Ватерлоо, — пакет Maple V — называют системой символь­
ных вычислений, или системой компьютерной алгебры. Он пред­
назначен для выполнения самых разных математических 
вычислений, как аналитических, так и символьных. Его интер­
фейс интуитивно понятен, правила работы предельно хфосты, а 
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возможности внушительны. Он стал незаменимым средством 
работе математиков и инженеров, студенты с его помощью легк 
справляются с труднейшими заданиями. При работе с пакето 
возникает ощущение роста собственных математических знаний 
легко решаются сложнейшие задачи. 

Аналитические функции позволяют решать математически 
задачи, не назначая численные значения константам и приближе 
ния — переменным. Maple V понимает аналитические математи 
ческие формулы и выдает ответ в виде таких же формул. Резуль 
тат работы Maple V — точное аналитическое решение, дающе 
глубокое понимание сути решаемой задачи. 

Maple V включает в себя богатую библиотеку аналитически 
функций для решения широкого класса общих и специализиро 
ванных задач. Имеются процедуры для аналитического диффе 
ренцирования, интегрирования, решения уравнений, линейно 
алгебры, геометрии и многих других задач. Этот впечатляющи 
набор функций пригодится огромному числу пользователей: учи 
телям и преподавателям вузов, школьникам и студентам, науч 
ным работникам и инженерам, многим дфугим людям. 

Maple V используется во всем мире для учебы, подготовки 
занятиям, разработки материалов для обучающих курсов по мате 
матическому анализу, алгебре, структурному проектированию 
физике, химии, экономике и др. Первокурсникам и аспирантам 
пригодится Maple V как "подручное средство", делающее мате 
матику более динамичной и полной смысла. 

Требования к компьютеру для установки Maple: процессо 
Intel 486DX, Pentimn или полностью с ними совместимые; ил 
486SX с сопроцессором; 32 Мбайта свободного дискового про 
странства; 8 Мбайт RAM; Microsoft Windows 3.1х, Windows N1 
4.0 или Windows 95. 

DERIVE 
Система Derive фирмы Soft Warehouse принадлежит к класс 

компьютерных систем для автоматизации математических вычи 
слений и прежде всего — символьных (аналитических) преобра 
зований. Система прекрасно справляется и с численными расче 
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тами, сочетая их с использованием вполне современной графики, 
как двумерной, так и трехмерной. 

В настоящее время в стране распространены и доступны вер­
сии Derive 3.11 под DOS и 4.02 под Windows. Система является 
многофункциональной, способной без внешних расширений эф­
фективно решать самые разнообразные прикладные задачи, пре­
жде всего задачи математического моделирования в науке, техни­
ке и экономике. Она имеет в своем инструментарии широкий 
спектр самых разнообразных методов, среди которых: 

• вычисление алгебраических, тригонометрических, гипер­
болических, статистических и финансово-экономических 
функций, а также специальных математических функций; 

• действия над числами, операции с действительными и комп­
лексными числами, представление их в дробно-рациональ­
ной форме; 

• символьные операции с многочленами, включая разложение 
их на простые множители и вычисление действительных и 
комплексных корней, дробно-рациональными функциями, 
функциями многих переменных; 

• символьное и численное интегрирование и дифференциро­
вание, вычисление пределов и сумм, нахождение разложе­
ний в ряды, тригонометрических и других функций; 

• операции с векторами и матрицами, элементами которых 
могут быть числа или арифметические выражения; 

• преобразования формул с использованием подстановок, раз­
ложение на множители и пр.; 

• построение двумерных и трехмерных графиков в парамет­
рической форме, в полярной и декартовой системах коорди­
нат и т.п. 

Универсальность и интегрированность системы Derive позво­
ляет использовать ее для решения широкого круга математичес­
ких и научно-технических задач. 

Требования к компьютеру для установки системы: версия 3.11 
может быть установлена на всех типах персональных компьюте­
ров и требует скромных ресурсов: 1,2 Мбайта памяти на винче­
стере и минимальной оперативной памяти. Версия 4.0 для 
Windows требует 8 Мбайт оперативной памяти при использова­
нии любой операционной системы (Windows 95/98, NT). 
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MATLAB 

MatLab — система, предназначенная для выполненш 
инженерных и научных расчетов и высококачественной визуали 
зации получаемых результатов. Эта система применяется для ма 
тематических расчетов, моделирования физических систем и уп 
равления техническими объектами. 

Существуют версии системы MatLab для операционных 
сред Windows, UNIX и др. Обратим внимание на версию 
The Student Edition of MatLab, специально предназначенную дл 
студентов. Эта версия включает ядро системы MatLab 5, а также 3 
пакета прикладных программ Symbolic Mathematics Toolbox 
Control System Toolbox и Signal Processing Toolbox. Они предна 
значены для выполнения математических, инженерных и науч 
ных расчетов. Студенческая версия системы продается по цене в 
20 раз дешевле профессиональной версии. Ее ограничение связа 
но только с размерами обрабатываемых массивов, которые не мо 
гут включать более 11 664 элементов. 

Система работает с многомерными массивами, массивами за 
писей и массивами ячеек, с матрицами, в том числе и разрежен 
ными, позволяет проводить анализ и обработку данных, включая 
аппроксимацию и интерполяцию, численное интегрирование, ре 
шение систем обыкновенных дифференциальных уравнений, вы 
числение минимумов и нулей функций, преобразование Фурье 
свертку и фильтрацию и т.д. и т.п. Она может выполнять графиче 
ские команды и функции. 

MATHEMATICA 

Пакет Mathematica позволяет осуществлять широкий 
спектр символьных преобразований, включающих, наряду с дру­
гими, операции математического анализа: дифференцирование 
интегрирование и интегральные преобразования, разложение в 
ряды, решение дифференциальных уравнений и т.п. 

Одна из сильных сторон рассматриваемого программного 
продукта — развитая дву- и трехмерная графика, используемая 
для визуализации математических объектов. 
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По своей сущности Mathematica представляет собой язык про 
граммирования высокого уровня, позволяющий реализовать тра 
диционный процедурный и функциональный стили программи 
рования, а также стиль правил преобразований. Поскольку 
рассматриваемый программный продукт обеспечивает также 
применение разнообразных численных методов, то в совокупно 
сти символьные, графические и численные вычисления, выполня 
емые в одном сеансе использования Mathematica, превращает ее в 
удобный и мощный инструмент математических исследований. 

STATISTICA 

Statistica 5.0—интегрированная система комплексного стати 
стаческого анализа и обработки данных в среде Windows—зани 
мает устойчивое лидирующее положение на рынке статистичес 
кого программного обеспечения. Одной из важных возможностей 
является обработка данных с точки зрения построения регресси 
онных моделей, прогнозирования поведения системы на основе 
этих моделей. 

Система состоит из следующих основных частей: 
• многофункциональной системы для работы с данными; 
• мощной графической системы для визуализации данных и 

результатов статистического анализа; 
• набора статистических модулей, в которых собраны группы 

логически связанных между собой статистических проце­
дур; 

• специального инструментария подготовки отчетов; 
• встроенного языка Statistica Basic. 



МЕТОДИЧЕСКИЕ 
КОММЕНТАРИИ И ОТВЕТЫ 
НА КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

МЕТОДИЧЕСКИЕ КОММЕНТАРИИ 

Настоящее учебное пособие предназначено прежде всего для 
самостоятельной работы, которая не может дать весомых резуль­
татов только при теоретическом изучении книги. Очень важным 
элементом самообразования является активная практика, т.е. 
опьгг решения различных вычислительных задач в широком диа­
пазоне'исходных данных, свойств функций и т.п. Обычно этот 
опыт приобретается годами при решении встречающихся в прак­
тической или учебной деятельности задач. Однако процесс его 
приобретения можно ускорить анализом решений, получаемых с 
помощью компьютеров, не обременяя себя излишними рутинны­
ми вычислениями. Это позволяет сделать, например, использова­
ние электронного учебника [5], где основное внимание уделено 
визуализации численных методов и активной практике. В элек­
тронном учебнике есть возможность практически в безграничных 
пределах варьировать особенности функций, начальные условия, 
алгоритмы и их параметры и т.д. Наблюдение в графической фор­
ме за процессом решения, анализ результатов позволяют глубже 
и быстрее усвоить изучаемый материал. Получить необходимый 
опьгг можно и решая множество задач по соответствующей тема­
тике на "типовом" программном обеспечении, где отсутствие 
визуализации не даст столь эффективного усвоения, но также су­
щественно ускорит понимание теоретических основ и их практи­
ческих особенностей. 

Очень важное значение в образовании имеют методы само­
проверки получаемых знаний, т.е. самотестирование. В каждом 
разделе пособия приведены контрольные вопросы, ответы на ко­
торые можно найти в этом разделе. Сама идея наличия ответов в 
книге может представляться спорной, так как чтение ответа не 
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стимулирует самостоятельные размышления над вопросом. Од 
нако авторы считают, что знания нужны прежде всего обучаемо 
му, поэтому полагаются на его добросовестность в использова 
нии приведенных ответов лишь в качестве проверки своих 
мыслей. Ответы на большинство вопросов не лежат на поверхно 
сти, не очевидны только из кратко изложенных основ теории, а 
ясны после достаточно широкого применения методов на практи 
ке. В связи с этим авторы постарались ответы на все вопросы, не 
смотря на достаточно сжатую форму изложения, дать не краткие 
а с дополнительными пояснениями. В этом случае, если об)гчае 
мый не захочет вникать в глубину вопроса, а лишь прочитает вни 
мательно вопрос и соответствующий ответ и задумается хотя бы 
только над ним, то и это будет являться сравнительно эффектив 
ной формой обучения. Для некоторого затруднения процесса "до 
бывания" ответа на поставленный вопрос все ответы собраны в 
конце книги, что может "вынудить" думать самостоятельно над 
вопросом хотя бы в течение поиска ответа. 

ОТВЕТЫ НА КОНТРОЛЬНЫЕ 
ВОПРОСЫ 

ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 

Метод Лагранзка 
1. Полиномом л-й степени, так как именно он может быть проведен 

через заданные п +1 точки. 
2. В принципе может, в методе не заложено ограничений на примене 

ние для экстраполяции. 
3. На точность интерполяции влияют, как это видно из формулы по­

грешности: число узлов, свойства исходной функции (посредством 
производной (л + 0-го порядка), расположение узлов в интервале 
положение точки, в которой определяется погрешность. 

4. Новые узлы добавлять можно, но интерполяционное значение 
функции необходимо рассчитывать заново, а не вносить поправку 
обусловленную добавляемой точкой. 

5. Узлы можно располагать произвольно. 
6. Интерполяционная формула Лагранжа относится к полиномиаль­

ным функциям. 
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7. Дополнительная точка внутри интервала повысит точность инте 
поляции (если общее число точек не слишком велико). 

8. Погрешность в узле всегда равна нулю, так как интерполяционн 
функция всегда проходит через все узлы. 

9. С ростом числа узлов (на заданном интервале) погрешность снач 
ла падает, что обусловлено лучшим совпадением исходной фун 
ции и интерполяционным полиномом более высокой степени 
затем может возрастать за счет высокой чувствительности к вычи 
лительным погрешностям, особенно в коэффициентах :фи высок 
степенях переменной х. Она может также возрастать и вследств 
того, что полином высокой степени не сходится к интерполируем 
функции. 

10. Точность интерполяции в заданной точке можно повысить за сч 
некоторого повышения числа узлов и оптимального их размещем 
(см. метод Чебышева) на заданном интервале. 

Метод Ньютона 
1. Может, в методе не заложено ограничений на применение для экс 

раполяции. 
2. Нет, неравномерно располагать узлы интерполяции при использ 

вании формул с конечными разностями нельзя, так как невозмож 
в этом случае рассчитать конечные разности; существует развит 
методов Ньютона, позволяющее использовать неравномерно ра 
положенные узлы, в этом случае используются разделенные, а 
конечные разности. 

3. Точность интерполяции в заданной точке можно повысить за сч 
некоторого увеличения числа узлов. 

4. Можно получить конечную разность (л - 0-го порядка по л точкам 
5. Конечная разность ^-го порядка в i-й точке выражается следующи 

образом: 

6. Можно конечную разность любого порядка выразить через исхо 
ные значения функции, так как разность первого порядка непосре 
ственно выражается через функции, разность второго порядка 
через разности первого порядка, подставив выражения для которы 
в формулу для второй разности получим выражение второй разш 
сти через исходные функции, и т.д. 

7. Первая интерполяционная формула базируется на конечных разн 
стях, вычисленных в начальных точках, а вторая — на конечны 
разностях, вычисленных в конечных точках заданного интервала 
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8. Для оценки погрешности интерполяции по имеющимся я точка 
можно для интерполяции использовать меньшее число точек (н 
пример, л -1 или л -2), а остальные точки использовать для вычи 
ления конечной разности высокого порядка, которая используете 
в формуле оценки погрешности интерполяции. 

9. По трем заданным точкам можно получить интерполяционный п 
лином второго порядка. 

10. Интерполяционный полином степени л при наличии л+1 точю 
единственный, так как он содержит л+1 коэффициентов, опред 
ляемых однозначно с использованием заданных точек. 

Метод сплайнов 
1. Сплайновая интерполяция позволяет получить наиболее гладку 

интерполяционную функцию. 
2. Кубическим сплайном называют кусочнополиномиальную фун 

цию, когда каждый полином является полиномом третьей степени 
3. Каждый кубический полином проходит через две соседние точки 
4. Один кубический сплайн содержит четыре коэффициента, которы 

нужно определить. 
5. Для нахождения коэффициентов сплайна используются следую 

щие условия: 
• прохождение сплайна через начальные для него точки; 
• прохождение сплайна через конечные для него точки; 
• гладкость обшей интерполяционной функции (равенство первьЬ 

производных в начале следующего и в конце текущего участков) 
• гладкость первой производной (равенство вторых производных 

начале следующего и в конце текущего участков). 
6. Функция называется гладкой, если ее первая производная непре 

рывна. 
7. Узлы при сплайновой интерполяции могут располагаться прои 

вольно. 
8. К недостаткам сплайновой интерполяции относится сравнительш 

большой объем вычисляемых коэффициентов (при л+1 узле будет 
участков и, следовательно, л сплайнов, для каждого из которых не 
обходимо найти четыре коэффициента). 

9. Производные можно найти в узлах специальными вычислтгель 
ными алгоритмами, минуя непосредственное нахождение все 
коэффициентов сплайна, причем с высокой эффективностью; вы 
числение производных является одной из основных прикладны 
областей применения сплайнов. 
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10. Дополнительные граничные условия необходимы потому, что 
используемых условий не хватает для определения всех коэффици­
ентов сплайнов (не хватает как раз двух, поэтому дополняют рас­
четные соотношения двумя граничными условиями на концах 
интервала). 

АППРОКСИМАЦИЯ 

Метод наименьших квадратов 
1. Вообще говоря, можно, если задать степень аппроксимирующего 

полинома равной номеру последней точки (если нумерация точек 
идет от нуля). Однако в этом случае аппроксимирующая функция 
превращается в интерполяционную. 

2. Весовые коэффициенты в критерии близости исходной и аппрокси­
мирующей функций показывают относительную важность "вкла­
да" точки в общую сумму квадратов отклонений (в случав квад­
ратичного крш^ия). Варьируя их, можно повысить точность 
аппроксимации в отдельных точках, как правило, в наиболее важ­
ных в конкретной задаче. 

3. Нельзя все весовые коэффициенты для повышения точности увели­
чить одновременно в одинаковое число раз, так как при этом не из­
менится их отношение и не изменится относительная важность 
отдельных точек. 

4. Нет, не всегда увеличение суммы квадратов отклонений соответст­
вует худшей близости исходной и аппроксимирующей функций. 
Например, при введении отличных от единицы весовых коэффици­
ентов (например, всех одинаковых) критерий увеличится за счет 
коэффициентов, а не за счет увеличения отклонений. 

5. Можно найга параметры в принципе любой аппроксимирующей 
функции. 

6. При использовании в качестве аппроксимирующей функции, в ко­
торую искомые параметры входят нелинейно, система нормальных 
уравнений получится также нелинейной, и ее не всегда возможно 
решить аналитически, поэтому приходится применять поисковые 
методы для нахождения минимума квадратичной меры близости. 

7. Система нормальных уравнений получается линейной только в 
случае, когда при квадратичной мере близости параметры в аппрок­
симирующую функцию входят линейно (например, в случае поли­
номиальных функций). 
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8. В том случае, когда система уравнений сильно нелинейна, тогд 
лучше непосредственно искать минимум меры близости поисковы 
ми методами (т.е. методами поиска оптимума), хотя можно попы 
таться решать эту нелинейную систему предназначенными дл 
этого методами. 

9. Практически можно: для этого достаточно задать в этих точка 
очень высокие весовые коэффициенты, что приведет к точном 
прохождению аппроксимирующей функции через эти точки (числ 
таких точек не должно быть большим по сравнению с общим чис 
лом точек). 

10. Квадратичный критерий близости исходной и аппроксимирующей 
функций является дифференцируемой функцией, что делает воз 
можным использование необходимых условий минимума для опре 
деления параметров аппроксимирующей функции; в случае ли 
нейности аппроксимирующей функции от искомых параметро 
квадратичный критерий близости имеет единственный экстремум 
и притом обязательно минимум. 

Метод равномерного приближения 
1. К достоинствам критерия близости в этом методе можно отнести 

твердую уверенность в отсутствии больших отклонений, чем полу 
ченное при аппроксимации, а также более очевидную оценку бли 
зости исходной и аппроксимирующей функций. 

2. Аппроксимирующий полином будет являться единственным толь 
ко для базовой структуры критерия близости (максимальный мо 
дуль отклонения без весового коэффициента). Если же изменят 
весовой коэффициент, то получится другой аппроксимирующий 
полином. 

3. Наилучшую степень аппроксимирующего полинома можно опре 
делить путем последовательного перебора, контролируя полу 
чающуюся величину меры близости, сложность и громоздкость 
уравнения. 

4. Необходимые условия оптимальности предполагают дифференци 
рование функции, а модуль, применяющийся в критерии близости 
метода равномерного приближения, — функция недифференци 
руемая. 

5. Ищется минимум, так как чем меньше мера близости исходных 
данных и аппроксимирующей функции, тем лучше. 

6. Метод равномерного приближения не получил широкого примене 
ния вследствие недифференцируемости меры близости, что вызы 
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вает необходимость применения поисковых методов (для поиска 
минимума). 

7. Разность между расчетным и заданным значениями функции мини­
мизируется не в какой-то конкретной точке, а в той, в которой на 
данный момент поиска разность является максимальной. 

8. Можно степень полинома задавать произвольно, но не выше коли­
чества исходных точек без единицы. 

9. Для обеспечения не сильно отличающихся относительных отклоне­
ний в различных точках при большом размахе функции можно 
критерий близости сформировать из относительных, а не из абсо­
лютных отклонений. 

10. Нет, не может, так как такой полином в общем виде будет содер­
жать коэффициентов больше, чем условий для их определения 
(прохождение через все заданные точки). Однако если задать "усе­
ченный" полином с меньшим числом элементов, то можно. 

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Простейшие методы 
1. При использовании метода прямоугольников для повышения точ­

ности интегрирования можно увеличить число участков разбиения 
исходного интервала, на каждом маленьком интервале интеграл бу­
дет вычисляться точнее, и, если число интервалов не слишком вели­
ко, общее значение интеграла будет получено с меньшей общей 
погрешностью. 

2. Метод прямоугольников как один из самых простых методов нахо­
дит применение при приближенных (оценочных) вычислениях ин­
тегралов с невысокой точностью. 

3. При использовании метода трапеций для уменьшения погрешности 
интегрирования можно увеличить число участков разбиения исход­
ного интервала, на каждом маленьком интервале интеграл будет 
вычисляться точнее, и, если число интервалов не слишком велико, 
общее значение интеграла будет получено с более высокой точно­
стью. 

4. Метод трапеций как один из самых простых методов находит при­
менение при вычислениях интегралов со сравнительно невысокой 
точностью, а также может использоваться при интегрировании 
функций с невысокой скоростью изменения. 
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5. Можно; если подынтегральная функция будет кусочно-постоян 
ной, то оба метода дадут точное значение интеграла, а если она бу 
дет линейной, то метод трапеций даст точный результат. 

Метод Симпсона 
1. Подынтегральная функция заменяется в методе Симпсона парабо 

лой второго порядка. 
2. Если средняя точка берется не в середине з^астка, то, во-первых 

изменится вычислительная формула, во-вторых, метод не будет бе 
ошибки интегрировать кубические параболы (именно за счет выбо 
ра третьей точки в середине участка метод обеспечивает интегриро 
вание без ошибки и полинома третьей степени, а не только второй) 
в-третьих, при "двойном просчете" не удастся использовать ране 
рассчитанные значения подынтегральной функции, что удлишп 
оценку погрешности. 

3. Нет, не обязательно, если на исходном участке получающаяся по 
грешность интегрирования получается удовлетворительной. 

4. Для данной линейной подынтегральной фушащи результат исполь 
зования метода Симпсона совпадет с результатами методов трапе 
ций, методов Ньютона—Котеса порядка 1 и выше, методов Гаусса 
Чебышева. Только метод прямоугольников даст результат с по 
грешностью. 

5. Интегрирование без ошибки кубических парабол методом Симпсо 
на обеспечивается потому, что третья точка, участвующая на каж 
дом участке в вычислении интеграла, берется в середине интервала 

Метод Ньютона—Котеса 
1. Нет, коэффициенты не постоянны, у каждого слагаемого свое зна 

чение коэффициента, которое изменяется при смене числа исполь 
зуемых точек. 

2. Конечно, может результат, полученный методом Ньютона—Коте 
са, совпасть с результатом, полученным методом с более низкой 
точностью, например методом левых прямоугольников. Это может 
иметь место, во-первых, если подынтегральная функция постоянн 
(или кусочно-постоянна), и, во-вторых, если формула Ньютона — 
Котеса использует одну точку. 

3. Да, может аппроксимироваться полиномом второго порядка, а так 
же полиномом любого порядка. 

4. В принципе порядок аппроксимирующего полинома методом не 
ограничивается, но при высоких порядках сложно вычислять коэф 
фициенты в квадратурной формуле и практически используется 
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аппроксимация полиномом не выше S-6-го порядка, а для более вы­
сокой точности можно разбить исходный интервал интегрирования 
на более мелкие участки. 

5. Нет, точки должны располагаться равномерно. 

Методы Чебышева и Гаусса 
1. Преобразование исходного интервала к диапазону (-1, 1) удобно 

осуществлять потому, что расчетные формулы получены один раз 
(и навсегда) именно для этого интервала, в противном случае при­
ходилось бы для каждого интервала заново выводить формулы или 
пользоваться формулами преобразования для определения новых 
значений табулированных переменных. 

2. Метод двойного просчета эффективен в том случае, когда при вы­
числении интеграла с удвоенным числом шагов используются ра­
нее рассчитанные значения подынтегральной функции. В методах 
Чебышева и Гаусса точки по оси х расположены неравномерно, по­
этому при удвоении числа шагов новые точки не совпадают по рас­
положению с предыдущими. 

3. В методе Гаусса весовые коэффициенты в квадратурной формуле 
не постоянны, как в методе Чебышева, а различны в каждой точке. 
За счет этих дополнительных "степеней свободы" без ошибки мож­
но интегрировать уже полином степени, 2л -1 а не п, как в методе 
Чебышева (здесь и — число точек, в которых вычисляются значе-
ния подынтегральной функции). 

4. Нет, пользоваться автоматическим подбором шага здесь не удается, 
так как существуют проблемы оценки погрешности интегрирова­
ния. 

5. Оба метода работают только для числа точек 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, при 
других значениях не удается получить формул для расчета значе­
ний аргумента и весовых коэффициентов. 

Общие вопросы численного интегрирования 
1. Предложенная функция линейная, следовательно, метод трапеций 

даст абсолютно точный результат. Он и будет наиболее эффекти­
вен, так как он из всех методов, способных вычислить этот интеграл 
точно, самый простой. 

2. Автоматическим подбором шага интегрирования можно пользо­
ваться в тех случаях, когда есть возможность оценки погрешности 
интегрирования. Особенно это предпочтительно при равномерном 
расположении точек и удвоении числа шагов, так как в этом случае 
можно не вычислять дважды отдельные значения подынтегральной 
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функции, а использовать уже найденные на предыдущем шаге; это 
относится ко всем простейшим методам, а также и к методам Симп-
сона, Ньютона — Котеса. 

3. Предложенная функция квадратичная, следовательно, метод Симп-
сона даст абсолютно точный результат. Он и будет наиболее эффек­
тивен, так как он самый простой из всех методов, способных 
вычислить этот интеграл точно. 

4. Предложенная функция кубическая, следовательно, метод Симпсо-
на даст абсолютно точный результат. Он и будет наиболее эффек­
тивен, так как он самый простой из всех методов, способных 
вычислить этот интеграл точно. 

5. При уменьшении числа разбиений п исходного интервала погреш­
ность численного интегрирования, как правило, увеличивается 
Исключения составляют случаи, когда интеграл вычисляется чис­
ленным методом точно, в этих случаях уменьшение числа интерва­
лов не изменит погрешность. 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ И ИХ СИСТЕМ 

Отделение корней 
1. Отделение корней дает интервал, в котором находится только один 

корень, это обеспечивает работоспособность большинства методов 
уточнения корней. 

2. Аналитически отделить корень разрывных функций можно, так как 
к критическим точкам относятся и точки, в которых производные 
не существуют, т.е. точки разрыва. 

3. Если найден интервал, где отделен корень, то для его сокращения 
(если, например, одна из границ его находится в бесконечности) 
можно задавать произвольно значения аргумента и проверять знак 
функции; если же нет уверенности в том, что на участке один ко­
рень, этого делать нельзя. 

4. Критическими точками, которые положены в основу аналитическо­
го отделения корней, называются такие точки, в которых первая 
производная равна нулю или не существует. 

5. Если у функции существует одна критическая точка, то корней мо­
жет быть: 2—если знаки функции при х-*аоих-* -оо одинаковы и 
противоположны знаку функции в критической точке; 1 — если 
один из знаков придс -> « илидг -> -оо совпадает со знаком функции 
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в критической точке; О — если все знаки функхдаи в упомянуты 
точках одинаковы. 
Для отыскания критических точек функции может оказаться нео 
ходимым решать нелинейное уравнение f{x) = О, что само по себ 
так же трудно и требует отделения корней, как и решение исходн 
го заданного уравнения. 

Метод деления отрезка пополам 
Геометрический смысл метода половинного деления заключается 
последовательном делении отрезка, где локализован корень, на дв 
равные части. 
Если нелинейная функция в левой части уравнения непрерывна, Т 
метод половинного деления всегда позволит получить корень с з 
данной погрешностью, так как процесс решения в этом случае H 
зависит от свойств функ1щи. 
Один из концов отрезка следующего интервала в методе половин 
ного деления всегда находится в середине текущего отрезка, а вто 
рой — на конце той половины, где функция /(лг) имеет другой знак 
чем в уже выбранной точке (чем в середине текущего отрезка). 
Функции /(дс)достаточно быть непрерывной, чтобы можно было га 
рантированно решить уравнение/(х) = ft 
Для нахождения хотя бы одного действительного корня уравнени 
f(x) = О методом половинного деления необходимо выполнит 
операцию отделения корней, в противном случае корень можс 
найтись в том случае, если при каждом делении отрезка пополам ш 
одной из половинок будет получаться разный знак функции f{x) н 
ее концах. 
Можно найти корень, находящийся на границе интервала. 

Метод хорд 
Метод хорд позволяет определять предварительно отделенны 
корни. 
Геометрический смысл метода хорд заключается в замене нелиней 
ной функции f{x) на участке отделения линейной, проходяще 
через концы участка, т.е. хордой. 
Нет, не всегда. Для получения решения с заданной погрешностью 
во-первых, функция должна быть монотонной (по крайней мере 
окрестности корня), во-вторых, она должна иметь невысокую кру 
тизну (см. требования к соотношению минимального и максималь 
ного значения производной на интервале). 
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4. В методе хорд для монотонной функции f{x) один конец является 
закрепленным, а второй определяется точкой пересечения хорды с 
осьюх. Закрепленный конец выбирается исходя из анализа знаков 
функции и ее второй производной на концах интервала. 

5. Для того чтобы решить нелинейное уравнение f{x) методом хорд, 
функция f{x) должна быть непрерывной и монотонной. 

6. Закрепленный конец зависит от свойств функции нелинейного 
уравнения и может быть различным. 

Метод Ньютона 
1. Геометрический смысл метода Ньютона заключается в замене не­

линейной функции /{х)нй участке отделения линейной, являющей­
ся касательной к одному из концов отрезка. 

2. Начальное приближение д^ в методе Ньютона выбирается таким об­
разом, чтобы касательная к функции в точке XQ пересекала ось х 
внутри начального интервала, где отделен корень. Это оценивается 
по знакам функции и второй производной или практически мето­
дом проб и ошибок. 

3. "Закрепленным" будет правый конец. 
4. "Закрепленным" будет правый конец. 
5. Для того чтобы решить нелинейное уравнение f{x) методом Нью­

тона, функция /(jc) должна быть непрерывной и монотонной. 
6. Если функция fix) немонотонна, то метод Ньютона в классиче­

ском варианте может не дать гарантированный результат (можно в 
отдельных случаях получить корень, если на каждом шаге заново 
определять закрепленный конец). 

Метод параболической аппроксимации 
1. Геометрический смысл метода параболической аппроксимации за­

ключается в замене нелинейной функции fix) на участке отделения 
параболой второго порядка, построенной по трем точкам. 

2. Метод параболической аппроксимации представляет собой после­
довательность процедур аппроксимации и нахождения корня пара­
болы (обе процедуры доведены до конечных расчетных формул). 

3. Концы отрезка интервала на втором и последующих шагах выбира­
ются так, чтобы последнее найденное приближение корня оказа­
лось средней точкой, а крайними точками отрезка были ближайшие 
к ней, лежащие слева и справа. 

4. В случае колебательного характера нелинейной функции аппрокси­
мирующая парабола может или иметь две точки пересечения с осью 
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X, или не иметь вовсе; в обоих случаях решение уравнения найти н 
удастся. 

5. Нет, они могут лежать по разные стороны от корня. 
6. Может, но гарантировать какой именно — нельзя. 

Метод итераций 
1. Левая часть уравнения /(;с) = О в методе итераций не заменяетс 

никакой функцией. 
2. Сходимостью называется стремление текущего приближения 

корню при увеличении числа шагов. 
3. Приближение к корню может осуществляться с одной стороны 

(справа или слева) и с обеих сторон, т.е. иметь как бы колебатель 
ный характер приближения к корню. 

4. Если на участке оказалось два корня, то в этом случае должно быт 
две точки пересечения прямой у = XG кривой у = (р(д:) для одной 
будут выполняться условия сходимости, а для другой — нет (если 
у = (р(х) не имеет разрывов). 

5. Несходимость итерационного процесса уточнения корня может оз 
начать отсутствие корня или невыполнения условий сходимости, 
последнем случае можно попробовать юменить структуру функ 
ции ф(д'), т.е. по другому алгоритму привести исходное уравнени 
Дх) = О к виду, удобному для итераций. 

6. Да, есть. При "колебательном" приближении к корню можно кон 
тролировать величину отрезка, где локализуется корень (он равен 
модулю разности двух соседних приближений), а при односторон 
нем приближении в условия сходимости входит сомножитель, за 
висящий от максимального значения производной (р(х) на участке. 

Особенности решения алгебраических уравнений 
1. Алгебраические уравнения имеют определенную структуру, благо 

даря чему можно строить более эффективные алгоритмы. Кроме 
того, 1фи решении алгебраических уравнений появляется возмож 
ность оценивать количество корней заданного вида (например, по 
ложительных, отрицательных, попадающих в заданный интервал) 
область существования корней. 

2. Нет, не всегда. Метод понижения порядка не требует предваритель 
ного отделения корней, найденный корень на каждом этапе будет 
определяться начальным приближением, которое выбирается про 
извольно (не следует забывать, что от близости начального прибли 
жения к корню существенно зависит сходимость метода). 
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3. с помощью правила Декарта можно определить точно количество 
положительных корней только в том случае, если их количество по­
лучилось равное 1 или 0. 

4. Если полином Р(х) в левой части уравнения является полным, то 
число действительных отрицательных корней определится по чис­
лу постоянств знаков в последовательности коэффициентов поли­
нома/>(д )̂. 

5. Общее число корней алгебраического уравнения равно наивысшей 
степени полинома Р(х) левой части уравнения. 

6. Сумма положительных и отрицательных корней не обязательно 
равна наивысшей степени полинома в левой части уравнения, так 
как могут существовать и сопряженные комплексные корни. 

Системы нелинейных уравнений 
1. Отделение корней при решении систем, как правило, не проводят 

так как в общем случае это сделать крайне трудно или вообще не­
возможно. 

2. Фактически при расчете величины шага в методе Ньютона — Раф-
сона нелинейные функции линеаризуются, вследствие этого и не 
получается в новой точке решения, она рассматривается лишь как 
приближение к решению, и метод приобретает итерационный ха­
рактер. 

3. Скорость сходимости метода Ньютона — Рафсона существенно за­
висит от выбора начального приближения. 

4. Сходимость метода итераций можно обеспечить способом приве-. 
дения к виду, удобному для итераций (подробнее см. соответствую­
щий раздел книги). 

5. Для повышения точности решения достаточно уменьшить задавае­
мую погрешность, по достижении которой прекращается процесс 
решения. 

6. Да, оказывает. Поскольку корни отделить практически невозмож­
но, то выбор начальной точки поиска определяет корень, который 
будет найден; фактически перебирая различные начальные усло­
вия, можно находить разные корни, и если повезет, то даже все. 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Точные методы решения систем линейных уравнений позволяют 
получить решение непосредственно в аналитическом виде или в ви­
де алгоритма с конечным числом шагов, а приближенные — как 
предел некоторой последовательности при стремлении числа ите-
рахщй к бесконечности. 
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2. Систему из трех уравнений, конечно, проще всего решать любым 
точным методом, например методом Крамера. 

3. Итерационные методы наиболее предпочтительны в задачах высо­
кой размерности, когда точные методы могут дать решение с боль­
шой накопившейся вычислительной погрешностью. 

4. Скорость сходимости в методе итераций зависит от свойств систе­
мы уравнений (определяющейся коэффициентами уравнений) и от 
начальных условий поиска решения. 

5. Если размерность задачи высока, то получить решение с погрешно­
стью не хуже заданной точным методом невозможно, так как нет 
приемов коррекции накапливающихся вычислительных ошибок, 
становящихся значительными при большом числе вычислений, а 
есть только приемы их контроля. 

6. В методе Гаусса можно ввести дополнительные переменные в каж­
дом уравнении, равные сумме всех коэффициентов уравнения, с ко­
торыми проводят все операции как с коэффициентами. При этом 
невыполнение равенства этих переменных сумме коэффициентов 
является признаком накопившейся вычислительной погрешности. 

7. Метод Крамера относится к точным методам. 
8. Метод итераций будет сходиться, если все суммы модулей коэффи­

циентов строк (или столбцов) преобразованной системы уравнений 
будут меньше единицы. 

9. Число шагов для получения решения с заданной погрешностью 
можно оценить заранее, используя выражение для погрешности. 
Для этого надо подставить в выражение заданное значение погреш­
ности и решить получающееся уравнение относительно числа ите­
раций (оно находится в показателе степени). 

10. Наличие вычислительной ошибки в итерационных методах приво­
дит лишь к увеличению числа итераций для достижения решения, 
так как итерационные методы обладают свойством самоисправляе-
мости ошибок. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Метод Эйлера 
1. Решением дифференциального уравнения является функция, а не 

число, как при решении конечных уравнений. 
2. Начальные условия должны задаваться для численного решения 

дифференциального уравнения. 
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3. Модифицированный метод Эйлера относится к группе одношаго 
вых методов, так как для нахождения значения функции в следую 
щей точке требуется знание только одной текущей точки. 

4. Модифицированный метод Эйлера имеет погрешность, пропорцио 
нальную А̂ , поскольку он является, в отличие от метода Эйлера, ме 
тодом второго порядка. 

5. Основные отличия одношаговых и многошаговых методов заклю 
чаются в следующем: 
• одношаговые методы требуют для расчета следующей точки зна 

ние только одной текущей, а многошаговые требуют знание не 
скольких предыдущих точек; 

• одношаговые обладают свойством самостартования, а многоша 
говые требуют получения нескольких предыдущих точек для за 
пуска, что обычно делается одношаговыми методами; 

• многошаговые методы не допускают применение переменног 
шага решения уравнения, а одношаговые допускают. 

6. Метод Эйлера позволяет решать системы дифференциальных урав 
нений. 

7. Можно решать задачи, не относящиеся к задачам Коши, хотя суще 
ствуют другие, более подходящие для этой цели методы. 

8. Задание начальных условий при решении задачи Коши обязатель 
но. 

9. В явных схемах модифицированного метода Эйлера искомое значе 
ние функции в следующей точке выражается в явной форме (пр 
этом придется сначала найти приближенное значение, а затем уточ 
нить его), в неявных схемах искомое значение функции находите 
из решения нелинейного уравнения, так как оно не выражается в яв 
ном виде. 

10. По1решность решения можно оценить с использованием прием 
двойного просчета; именно этот прием положен в основу автомати 
ческого подбора шага для получения решения с заданной погреш 
ностью. 

Метод Рунге—Кутта 
1. При использовании метода четвертого порядка необходимо на каж 

дом шаге четыре раза вычислять правую часть уравнения. 
2. Погрешность решения можно оценить с использованием прием 

двойного просчета; именно этот прием положен в основу автомати 
ческого подбора шага для получения решения с заданной погреш 
ностью. 
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3. Оценку погрешности для подбора шага можно задавать как в отно­
сительных, так и в абсолютных величинах. 

4. Метод относится к одношаговым, поэтому для расчета следующего 
значения функхщи не нужно ни одного предыдущего значения. 

5. Метод Рунге — Кутга относится к численным методам решения 
дифференциальных уравнений. 

6. Рекуррентная формула при решении уравнения У = /(дс, у) имеет 
вид: У*' = У +(ki+2k2 + 2kj+k^)/6, где j — номер шага, *], /t2 
kjjk^ — коэффициенты, рассчитываемые по формулам 

к^=АхЯх,у), *2=Ах/( ;с+^ , J.+ I ) , 

* з = Д х / ( х + ^ , y+!f), к, = Ддс/(х+Дх. у+к^), 

где Дх—шаг решения. 
7. К недостаткам метода (четвертого порядка) можно отнести необхо­

димость четырехкратного вычисления правых сторон уравнений на 
каждом шаге. 

8. Погрешность метода пропорциональна &х*, где Ах—шаг решения. 
9. Метод Рунге — Кутга является одношаговым, поэтому можно при­

менять переменный шаг при его использовании, так как для нахож­
дения следующей точки требуется только одна текущая. 

10. Шаг решения можно автоматически подобрать последовательно 
уменьшая его вдвое, оценивая при этом разность найденного значе­
ния функции при двух значениях шага: как только разница не будет 
превышать заданной погрешности, так текущий шаг можно при­
нять за шаг решения уравнения. 

Многошаговые методы 
1. К достоинствам многошаговых методов относят меньший требую­

щийся объем вычислений при реализации метода, так как при оди­
наковом порядке метода (например, четвертом в методах Рунге — 
Кутга и Милна) требуется не четыре, а только два раза вычислять 
правую часть дифференциального уравнения (хотя требуется до­
полнительная память для хранения предыдущих точек). 

2. Метод Милна реализуется за два этапа: прогноза и коррекции. 
3. На этапе прогноза находится достаточно грубое приближенное зна­

чение искомой функции в заданной точке. 
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4. На этапе коррекции определяется с учетом ранее найденного про 
гноза более точного значения функции в заданной точке. 

5. Этап коррекции может проводиться итерационно: если разниц 
между прогнозируемым и скорректированным значениями доста 
точно велика, то на новом этапе коррекции предыдущее скорректи 
рованное значение используется в качестве прогнозного, и та 
может повторяться многократно, т.е. реализуется итерационный 
процесс. 

6. В методах прогноза и коррекции часть необходимых для расчет 
нового значения функции величин берется из предыдущих точек, 
не вычисляется на каждом шаге, как в одношаговых; поэтому число 
раз вычисления правой части уравнения меньше, чем в одношаго 
вых методах. 

7. Погрешность в методе Милна можно оценить по формуле Е 
« \Ум-/,.^\|29. 

8. На первых шагах при использовании методов прогноза и коррекции 
отсутствуют значения функции в предыдущих точках; для их полу 
чения и применяют одношаговые методы. 

9. Методами прогноза и коррекции можно решать систему дифферен 
циальных уравнений. 

10. Порядок метода определяет количество предыдущих значений 
функции, требующееся для расчета одного следующего. 

МЕТОДЫ ОДНОМЕРНОГО ПОИСКА 

Метод деления пополам 
1. Метод пригоден для любых непрерывных одноэкстремальных 

функций, не имеющих горизонтальных участков. 
2. Сходимость метода и его эффективность не зависят от свойств 

функции. 
3. Точки вычисления критерия оптимальности располагаются слев 

и справа от точки середины текущего отрезка, где локализован 
экстремум, на расстоянии, равном желаемой погрешности. 

4. Повысить точность нахождения решения можно, задавая меньшее 
значение погрешности. 

5. Решение считается достигнутым тогда, когда величина отрезка, где 
локализован экстремум, станет не больше заранее заданной по 
грешности по X. 
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6. Если фунющя непрерывная одноэкстремальная, не имеющая гори­
зонтальных участков, то вид ее не оказывает влияния на процесс на­
хождения решения. Если же имеются горизонтальные участки, то 
очередная середина отрезка может попасть на него, и тогда слева и 
справа от этой середины функция будет иметь одинаковые значе­
ния, что не позволит выбрать половинку, в которой находится экс­
тремум. 

7. Если функция удовлетворяет предъявляемым к ней свойствам (см. 
ответы на вопросы 1 и 5), метод всегда гарантированно даст реше­
ние. 

8. В качестве следующего берется тот отрезок, в котором значение 
функции больше (при поиске максимума). 

9. Для вычисления погрешности в 1 % от величины интервала следует 
произвести 7 делений отрезка пополам (каждое деление уменьшает 
отрезок в два раза, следовательно, при 7 делениях отрезок умень-
иштся в 2̂  = 128 раз), а при каждом делении вычисляется два значе­
ния функции (слева и справа), поэтому общее число раз вычисления 
критерия будет 14. 

10. Нет, не может. Погрешность задана в относительных единицах от 
величины интервала, следовательно, при уменьшении интервала 
уменьшится и величина погрешности. 

Метод сканирования 
1. Метод позволяет найти экстремум для любых непрерывных функ­

ций. 
2. Метод позволяет находить глобальный экстремум, и эффектив­

ность не зависит от свойств функции, экстремум которой ищется. 
3. Точки вычисления критерия "размещаются" на оси х равномерно с 

шагом, равным заданной погрешности пох. 
4. Основная задача модернизации метода заключается в снижении ко­

личества повторов вычисления функции для получения решения с 
заданной погрешностью. 

5. Основное достоинство модерщоированного метода заключается в 
снижении количества повторов вычисления функции для получе­
ния решения с заданной погрешностью, но при этом повышается 
вероятность пропуска "острого" глобального экстремума. 

6. Точность нахождения решения можно повысить путем уменьше­
ния задаваемой погрешности. 

7. Решением является то значение х, которое соответствует наиболь­
шему (при поиске максимума) значению функции. 
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8. Самое большое значение R(x) можно найти путем сравнения всех 
вычисленных значений; это нетрудно, так как число их конечно. 

9. Метод очень легок в алгоритмизащ1и, так как не содержит никаких 
специальных операций, кроме последовательного вычисления 
функции в заданных точках, при этом выбор максимального значе­
ния может совмещаться с переходом от точки к точке. 

10. Вид функции R{x), если она удовлетворяет предъявляемым требова­
ниям непрерывности, никак не влияет на процесс нахождения ре­
шения. 

Метод золотого сечения 
1. Нет, не может. Пофешность задана в относительных единицах от 

величины интервала, следовательно, при уменьшении интервала 
уменьшится и величина пофешности и затраты на поиск не изме­
нятся. ' 

2. Если функция непрерывна и одноэкстремапьна, то метод гаранти­
рованно даст решение. 

3. Вид функции, если она удовлетворяет требованиям метода (см. пре­
дыдущий вопрос и ответ), не оказывает влияния на процесс нахож­
дения решения. 

4. Следующий отрезок берется тот, внутри которого находится макси­
мальное (при поиске максимума) на текущем этапе поиска значение 
функции. Отрезок, внутри которого находится максимум, опреде­
ляется простым сравнением значений критерия в точках. 

5. Метод золотого сечения обеспечивает наиболее эффективный по­
иск экстремума функции для произвольных непрерывных функ­
ций. 

6. Для повышения точности нахождения решения необходимо просто 
уменьшить задаваемую пофешность. 

7. Вообще говоря, вид функции никак не влияет на процесс нахожде­
ния решения, если функция имеет один экстремум. 

8. По правилу золотого сечения на каждом шаге делится тот интервал, 
внутри которого на данном этапе находится искомый экстремум. 

9. Золотым сечением называется такое деление отрезка на две нерав­
ные части, при котором отношение меньшей части к большей равно 
отношению большей части ко всему отрезку, т.е. ас/сЬ = сЫаЬ. 

10. На каждом шаге, кроме первого, когда необходимо дважды вычис­
лить значение функции, функция вычисляется только один раз. Так 
происходит потому, что уже имеющаяся точка на участке от преды­
дущего этапа является одной из точек золотого сечения отрезка. 
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Метод параболической аппроксимации 
1. Методом параболической аппроксимации можно найти экстремум 

непрерывной одноэкстремальной функции. 
2. Метод может обеспечить более высокую сходимость к решению за 

счет квадратичной, а не линейной аппроксимации функции на каж­
дом шаге. 

3. Условием окончания метода является сокращение величины интер­
вала, где локализован экстремум, до уровня заданной погрешности. 

4. Аппроксимирующая парабола строится по трем точкам; их доста­
точно для нахождения трех коэффициентов параболы из условия ее 
прохождения через эти точки. 

5. В общем случае повышение степени аппроксимирующей парабо­
лы, с одной стороны, может привести к увеличению сходимости ме­
тода, а с другой — к дополнительным затратам по вычислению 
коэффициентов такой параболы и нахождению ее максимума. 

6. Для повышения точности нахождения решения необходимо просто 
уменьшить задаваемую погрешность. 

7. Нет, не всегда. В отдельных случаях парабола может иметь на ка­
ком-то шаге экстремум, находящийся за пределами текущего ин­
тервала даже для одноэкстремальной функции. 

8. На первом шаге в качестве точек для построения параболы берутся 
1файние и средняя точки исходного интервала; на следующих ша­
гах в качестве внутренней точки обычно берется точка с наиболь­
шим текущим значением функции, а в качестве крайних — две 
ближайише слева и справа от нее. 

9. Да, нахождение решения за один шаг возможно, но только в случае 
поиска экстремума квадратичной функции, которая точно совпадет 
с аппроксимирующей п^аболой. 

10. Вцд функции R(x) оказывает довольно сложное влияние на процесс 
нахожцения решения; поиск будет лучше, если функция будет бо­
лее гладкой. 

ГРАДИЕНТНЫЕ МЕТОДЫ 
МНОГОМЕРНОГО ПОИСКА 

Метод qtaduenma 
1. При применении алгоритма с использованием направляющих коси­

нусов поиск будет более эффективным, так как появляется возмож­
ность однозначно управлять величиной шага путем выбора 
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коэффициента пропорциональности шага. В исходном базовом ал­
горитме величина шага зависит еще и от величины модуля градиен­
та, который трудно оценить заранее, хотя в этом случае по мере 
приближения к оптимуму шаг сам будет уменьшаться за счет 
уменьшения градиента, а в рекомендуемом методе необходимо 
применять специальные приемы. 

2. Обычно угол между двумя соседними направлениями поиска при 
приближении к оптимуму меняется очень сильно, так как имеет ме­
сто "проскок" экстремума при почти каждом шаге. 

3. Градиентом функции i;(x, ,^2) "^ ' ^ °^^^^ вектор, который показы­
вает направление и скорость возрастания функ1щи; он может бцуь 
получен через свои проекхщи на оси координат, которые равны 
соответствующим частным производным от/J: grad/?(:C|,X2) = 
= {8R/dxj, dR/8x2}. 

4. Основные свойства градиента вытекают из его определения: на­
правление градиента совпадает с направлением самого крутого воз­
растания функции (именно поэтому его и применяют для 
определения направления движения к оптимуму), градиент всегда 
перпендикулярен линии уровня, проходящей через ту точку, в кото­
рой вычислен градиент, модуль градиента (т.е. величина градиента) 
характеризует скорость возрастания функции. 

5. Эффективность поиска оценивается по числу повторов вычисления 
функции, экстремум которой ищется: чем меньше раз вычислялась • 
функция для получения решения с заданной погрешностью, тем эф­
фективнее поиск. 

6. Вблизи оптимума предпочтение можно отдать алгоритму, в кото­
ром коэффициент пропорциональности шага уменьшается вдвое 
при проскоке экстремума. 

7. При использовании алгоритмах^ =х'"' -hgcadR(x) (знак "минус" 
стоит в случае поиска минимума функции) величина шага Ах = 
= hgradR{x) убывает в районе оптимума вследствие уменьшения 
градиента R(x) (в точке экстремума градиент равен нулю). 

8. Отличие алгоритмов вычисления шага Дх = Agrad/J(x) и Дх = hcos<p 
прежде всего заключается в отсутствии влияния величины гради­
ента на величину шага во втором алгоритме, благодаря чему выбо­
ром коэффициента пропорциональности шага h можно однозначно 
управлять шагом, увеличивая вдали от оптимума или уменьшая его 
вблизи оптимума. 
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9. При поиске максимума функции в алгоритме шага стоит знак "+ 
(ищем в направлении градиента), а при поиске минимума — зна 
"-" (ищем в направлении, противоположном направлению градиен 
та); в обоих случаях эффективность метода одинакова. 

10. Вычисление градиента по методу с парными пробами, с одной сто 
роны, ухудшает поиск (появляются дополнительные вычислитель 
ные затраты при определении частных производных); с друго 
стороны, улучшает поиск за счет более точного вычисления гради 
ента. 

Метод наискорейшего спуска 
1. Основные ограничения метода наискорейшего спуска от метод 

градиента заключаются в том, что в методе градиента градиент вы 
числяется на каждом шаге, а в методе наискорейшего спуска посл 
одного вычисления градиента следует одномерный поиск оптиму 
ма по направлению градиента, т.е. делается несколько шагов при 
одном вычислении градиента. 

2. При поиске минимума R(x) поиск из каждой точки осуществляетс 
в направлении, противоположном направлению градиента в теку 
щей точке. 

3. Градиент в методе наискорейшего спуска вычисляется точно так 
же, как и в методе градиента; способ вычисления градиента не зави 
сит от метода поиска. 

4. Направление градиента не остается постоянным в области поиска 
поэтому экстремум в одном направлении не соответствует экстре 
муму функции, и требуется опять и опять искать оптимум по новым 
направлениям градиентов, пока не будет выполнено условие окон 
чания поиска. 

5. В качестве условия окончания поиска задается требуемая малость 
модуля градиента функции, т.е. должно выполняться условие 
|grad/J(jc)|^e (в области оптимума градиент точно равен нулю, но 
достичь этого значения практически невозможно, можно лишь при 
близиться сколь угодно близко к нему). 

6. Наиболее эффективен метод вдали от оптимума, особенно при от 
сутствии "оврагов" функции. 

7. Даже при одноэкстремальной функции по направлению градиента 
может иметь место многоэкстремальность, что ограничивает при 
менимость многих методов одномерного поиска; на практике чаще 
всего применяют метод последовательного сканирования до перво 
го локадьного экстремума по направлению. 

201 



8. Конечно, можно найти максимум функции; название метода прос 
сохранило исторические корни происхождения метода, вид нах 
димого экстремума зависит только от того, в какую сторону по грт 
диенту совершаются рабочие шаги. 

9. Нет, нельзя, так как два соседних направления поиска в методе ш 
искорейшего спуска всегда ортогональны. 

10. Влияние вычислительных погрешностей не очень существенш 
оно приводит к неортогональности следующего направления пож 
ка и как следствие к некоторому замедлению поиска в целом. 

Метод тяокелого шарика 
1. "Масса шарика" увеличивает его инерционность, что приведет 

колебаниям поиска в окрестности оптимума. 
2. Да, поиск может ускоряться, в этом основное достоинство метод 

Ускорение происходит вследствие "разгона" шарика за счет ег 
инерционности. 

3. Можно найти любой вид экстремума, проведя коррекцию знаков 
формулах рабочих шагов ("+" заменить на "-"). 

4. К недостаткам метода относят необходимость задания сразу дву 
параметров, определяющих эффективность поиска, влияние кот 
рых взаимосвязано. 

5. Метод пригоден для задач любой размерности, но градиентные м 
тоды в одномерных задачах вырождаются, так как градиент всегд 
направлен по оси х. 

6. Да, при удачном выборе двух параметров, определяющих эффе 
тивность метода, метод может остановиться в "глубоком" эксгр 
муме. Это происходит за счет инерционности "Ш1фика", вследстви 
которой он "выскакивает" из "мелких" локальных экстремумов. 

7. "Помещение шарика в вязкую среду" способствует затуханию к 
лебаний в районе оптимума. 

8. В приведенном алгоритме дс-'*' =х^-a(r'-x^'')-Agrad^(x^) в 
личина а определяет "память" алгоритма, т.е. учитывает влияни 
предыдущей точки, поэтому увеличение этого параметра метод 
может привести к более быстрому затуханию в районе оптимум 
когда градиент функции мал. 

9. Да, метод тяжелого шарика является методом второго порядка, та 
как новая точка поиска рассчитывается с использованием двух пр 
дыдущих. 
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10. Метод тяжелого шарика предпочтительно использовать при поиске 
экстремума многоэкстремальной функции с одним явно выражен­
ным глобальным экстремумом и "мелкими" локальными, хотя он 
эффективно работает и при поиске экстремума одноэкстремальных 
функций. 

Метод сопрязкенных градиентов 
1. Квадратичные методы оптимизации от линейных отличаются ис­

пользованием в алгоритме вторых производных (или двух преды­
дущих точек для расчета одной следующей) и, как следствие, более 
высокой скоростью сходимости к решению, а также более сложным 
в реализации алгоритмом. 

2. Метод сопряженных градиентов более эффективен, так как он отно­
сится к методам второго порядка. 

3. Алгоритм метода записывается следующим образом: 

х^*^ =г'' -A(grad«(xO+agrad/?(x-'-')). 

4. Влияние вычислительных погрешностей очень существенно: при 
их наличии поиск резко замедляется, так как они значительно иска­
жают вторые производные (которые присутствуют в алгоритме 
косвенно). 

5. Метод наиболее эффективен для квадратичных функций. 
6. Необходимость прямо или косвенно вычислять вторые производ­

ные, которые очень чувствительны к различным погрешностям. 
7. Различия в первом шаге методом наискорейшего спуска и методом 

сопряженных градиентов нет. 
8. Ищется экстремум критерия в направлении поиска. 
9. Эффективность методов вдали от оптимума примерно одинакова. 

10. Нет, невозможно, так как метод предполагает нахождение произ­
водных для вычисления градиента. 

БЕЗГРАДИЕНТНЫЕ МЕТОДЫ 
МНОГОМЕРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

Метод Гаусса —Зайделя 
I. Если в функции, оптимум которой мы ищем, нет взаимодействия 

переменных (которое выражается, например, в произведении пере­
менных), то одного цикла поиска достаточно, чтобы найти экстре­
мум функции. Если же такое взаимодействие есть, то положение 
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экстремума по одной переменной зависит от значения других пере­
менных, поэтому найденное экстремальное значение в одном цикле 
поиска не соответствует экстремуму функции и недостаточно про­
вести поиск по всем переменным один раз. 

2. Областью наиболее предпочтительного использования метода яв­
ляется опти!>шзация сепарабельных функций (в которых отсутству­
ют взаимосвязи переменных), так как в этом случае оптимум по 
каждой из переменных не зависит от значения других, и решение 
найдется за один цикл. 

3. Можно найти оптимум квадратичной функции за один цикл, если 
эта функция сепарабельная. ^ 

4. Да, можно, и не только можно, а это будет обязательно, так как 
функция сепарабельная. 

5. Порядок чередования переменных не может влиять на получаемое 
решение, так как решение находится по задаваемой погрешности; 
порядок чередования влияет лишь на эффективность поиска, т.е. на 
затраты. 

6. Порядок чередования переменных влияет на эффективность поис­
ка, т.е. на затраты, так как свойства функции в общем случае в раз­
личных направлениях различные. 

7. В качестве условия окончания поиска используется невозможность 
нахождения лучшего значения функции ни по одной переменной. 

8. Поиск с последействием как модификация метода необходим для 
исключения "застревания" поиска в узких оврагах (особенно имею­
щих направление примерно по биссектрисе координатных углов); 
последействие позволяет "проскакивать эти ловушки". 

9. Основное достоинство метода — простота, заключающаяся в по­
следовательном применении одномерных (несложных по сравне­
нию с многомерными) методов поиска. 

10. Основной недостаток метода — низкая эффективность поиска для 
фушщий, имеющих явно выраженное взаимодействие переменных. 

Метод Розенброка 
1. Метод "запускается" выполнением первого цикла по методу Гаус­

са — Зайделя. 
2. Этот недостаток вообще не свойствен методу. 
3. Метод наиболее предпочтителен для квадратичных несепарабель-

ных функций, так как в этом случае решение найдется после перво­
го поворота осей координат за один цикл. 
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4. Нет, не существует однозначного положения осей в начале каждог 
цикла: в направлении изменения функции в предыдущем цикл 
"устанавливается" ось той переменной, которая будет первой изме 
няться в следующем цикле, остальные оси располагаются ортого 
нально по отношению к этой оси (а при размерности задачи 3 
выше положение других осей, удовлетворяющее этому требова 
нию, не единственное). 

5. Нет, не обязательно новая система координат должна быть правой 
так как по каждой оси экстремум ищется в обоих направлениях. 

6. В случае сепарабельной функции решение найдется за первый ж 
цикл, который выполняется в соответствии с методом Гаусса — 
Зайделя, поэтому поворачивать оси вообще не придется. 

7. В случае поиска экстремума квадратичной функции необходим 
всего сделать два цикла поиска (даже в случае несепарабельно 
функции), поэтому придется сделать 2п одномерных поисков, гд 
и — размерность задачи. 

8. При оптимизации любой сепарабельной функции (в том числ 
трехмерной квадратичной) оси координат вообще не придется по 
ворачивать, так как оптимум найдется за один цикл поиска. 

9. Нет, не обязательно поворачивать оси координат при поиске экс 
тремума л-мерной квадратичной сепарабельной функции, так как 
при оптимизации любой сепарабельной функции оптимум найдет 
ся за один цикл поиска. 

10. Да, для квадратичной сильно овражной функции метод будет рабо 
тать очень эффективно, с его помощью оптимум найдется за дв 
цикла (т.е. после всего одного поворота осей координат). 

Симплексный метод 
1. Симплексом в п-мерном пространстве называется фигура, содержа 

щая л+1 вершину (на плоскости—треугольник, в трехмерном про 
странстве — тетраэдр). 

2. В базовом методе вершина нового симплекса находится путем от 
ражения "выбрасываемой" симметрично относительно центра про 
тиволежащей грани. 

3. Признаком зацикливания симплексного метода является "выбрасы 
вание" только что полученной новой вершины. 

4. Причиной зацикливания является выход в область оптимума; иско 
мый оптимум при зацикливании находится внутри (или на границе 
симплекса. 

5. Условием растяжения симплекса является получение новой точки 
которая лучше самой хорошей точки предыдущего симплекса. 
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6. Алгоритм сжатия симплекса можно представить в следующем 
виде: 

F=6x^+(l-fe)£x'. 
1=1 
' " У 

7. Условием окончания поиска является заданная малость размера 
симплекса. 

8. В базовом алгоритме точкой, относительно которой отражается 
старая вершина при построении новой, является середина противо­
лежащей грани. В некоторых модификациях такой точкой является 
центр "тяжести" противолежащей грани (под "тяжестью" вершин 
грани понимается значение функции, экстремум которой ищем). 

9. В овражных функциях эффективнее будет работать модификация, в 
которой новая вершина получается отражением относительно цен­
тра "тяжести" противолежащей грани. 

10. Базовому методу соответствует алгоритм 

,в+1 '-ipi'-iV 
Метод параллельных касательных 

1. Направление одномерных исходных поисков выбирается произ­
вольно. 

2. Метод наиболее эффективен для квадратичных функций. 
3. Основное достоинство метода — простота, заключающаяся в по­

следовательном применении одномерных (несложных по сравне­
нию с многомерными) методов поиска. 

4. Метод более эффективен для задач невысокой размерности, так как 
с ростом размерности резко растет число одномерных поисков, не­
обходимых для получения решения. 

5. Метод является итерационным при неквадратичной функции, экс­
тремум которой ищем. 

6. Нет, не обязательно: оптимум будет располагаться на прямой, со­
единяющей точки оптимума по параллельным направлениям, но не 
только между этими точками. 

7. Для квадратичной сепарабельной функции эффективность метода 
не зависит от выбора начальных направлений поиска, так как в этом 
случае решение обязательно найдется за три одномерных поиска. 
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8. Общие затраты поиска несомненно зависят от выбора начально 
точки: во-первых, число шагов до оптимума по направлению бес 
спорно зависит от выбора начальной точки; во-вторых, от положе 
ния начальной точки зависит "расстояние" до оптимума. 

9. Да, зависит: погрешность поиска оптимума по направлению факти 
чески приведет к тому же результату, что и поиск для неквадратич 
ной функхдаи. 

10. В общем случае поиск можно заканчивать, если из последней най 
денной в соединяющем две точки направлении оптимальной точк 
не удается найти лучшую точку по исходному направлению. 

МЕТОДЫ СЛУЧАЙНОГО ПОИСКА 

1. Основные преимущества случайных методов поиска заключаютс 
в высокой эффективности методов в задачах высокой размерност 
и в возможности большинства методов отыскивать глобальный экс 
тремум. 

2. Достоинство слепого поиска—в высокой вероятности нахождени 
глобального оптимума. 

3. К недостаткам слепого метода следует отнести высокое число вы 
числений (или измерений) функции, экстремум которой ищем. 

4. Начальная точка в методе блуждающего поиска может выбиратьс 
случайным образом, как и в других методах. 

5. Конечно может (в любом методе) начальная точка задаваться на ос 
нове априорных сведений, а не случайно. 

6. Конечно может (в любом методе) начальная точка задаваться на ос 
нове априорных сведений, а не случайно. 

7. Эффективность этих методов для двухмерной задачи примерно 
одинакова, для многомерных — метод с "наказанием случайно 
стью" может оказаться более эффективным. 

8. Для овражной функции метод случайных направлений более эф 
фективен, так как свойства функции не оказывают существенного 
влияния на характер поиска. 

9. Случайный вектор, используемый в методе случайных направле 
ний, имеет фиксированный модуль, а случайное — только направ 
ление. 

10. Для более высокой точности решения задачи следует увеличит 
число попыток получения лучшего решения. 
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МЕТОДЫ МНОГОМЕРНОЙ УСЛОВНОЙ 
ОПТИМИЗАЦИИ 

Метод штрафов 
1. Штраф "накладывается" на исходную функщ1Ю, экстремум кото­

рой мы ищем. 
2. Коэффициент штрафа увеличивают для более точного нахождения 

оптимума исходной функции, так как при больших штрафах будет 
меньше нарушение офаничений. Возрастание овражности, появ­
ляющееся с ростом коэффициента штрафа, не страшно, поскольку 
увеличение производят в районе оптимума. 

3. Уменьшать коэффициент штрафа можно для снижения овражности 
расширенной функции вдали от оптимума, с тем чтобы быстрее 
выйти в район искомого оптимального решения. 

4. Начальная точка поиска выбирается произвольно. 
5. Для уменьшения овражности расширенного критерия оптимально­

сти необходимо уменьшать коэффициент штрафа. 
6. Да, в процессе поиска происходит нарушение офаничений, причем 

тем больше, чем меньше коэффициент штрафа. 
7. Искать оптимум расширенного критерия оптимальности предпоч­

тительнее всего методами овражного поиска, так как его скорость 
изменения в различных направлениях сильно различается. 

8. Точность нахождения оптимума исходной задачи зависит, конечно, 
от задаваемой пофешности решения и от величины коэффициента 
штрафа (при большем коэффициенте точность будет выше). 

9. Ускорить процесс решения можно путем последовательного реше­
ния задачи с постепенно возрастающим коэффициентом штрафа: 
при малых коэффициентах процесс поиска будет идти быстрее, но 
будут значительно нарушаться офаничения, с ростом коэффициен­
та процесс поиска будет замедляться (но это уже не страшно, так 
как это происходит сравнительно близко к оптимуму), но офаниче­
ния будут нарушаться мало. 

10. При поиске максимума критерия в исходной задаче штраф необхо­
димо вычитать из исходного критерия (т.е. уменьшением "наказы­
вать" его, штрафовать). 

Метод прямого поиска с возвратом 
1. Вспомогательный критерий просто равен исходному критерию. 
2. После достижения офаничения типа равенств f{x) = О (т.е. после 

возврата на офаничение) дальнейший поиск осуществляется по 
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градиенту (при использовании градиентных методов, широко при 
меняющихся здесь) исходного критерия оптимальности. 

3. Возврат в допустимую область происходит при достижении огра 
ничeнияF(дr) = 0. 

4. Чем больше будет ширина допустимого "коридора" для ограничь 
ния типа равенства, тем меньше будет число возвратов на ограничь 
ние, но в окрестности оптимума может возникнуть защоишвание. 

5. Ее ли не будет защ1кливания (при котором обычно сокращают вели 
чину "коридора"), то на точность решения ширина коридора н 
влияет, так как окончание поиска (при ограничении типа равенства 
осуществляется по близости двух соседних точек возврата на огра 
ничения. 

6. Коридор в задаче оптимизаш1и при ограничении F{x) ^ О не вво 
дится вообще. 

7. Нет, не может, так как окончание поиска осуществляется по близо 
сти двух соседних точек возврата на ограничения. 

8. Условием окончания поиска при ограничениях типа F(x) ^ О яв 
ляется достижение экстремума исходного критерия (услови 
достижения зависит от используемого метода, при градиентных ме 
тодах — это малость модуля градиента), если решение находитс 
внутри допустимой области, и близость двух соседних точек нару 
шения допустимой области, если решение находится на границ 
допустимой области. 

9. При одновременном нарушении двух и более ограничений возвра 
в допустимую область осуществляется по сумме (векторной!) гра 
диентов нарушенных ограничений. 

10. Низкой эффективность будет в тех случаях, когда градиент крите 
рия близок к нормали к поверхности ограничений (в двухмерном 
случае — когда линия ограничения примерно ортогональна к гра 
диенту), так как в этом случае будет очень малое продвижени 
вдоль ограничения при движении по градиенту исходного крите 
рия. 

Метод проектирования градиента 
1. Проектируется градиент исходного критерия оптимальности на по 

верхность, касательную к ограничению. 
2. Градиент исходного критерия оптимальности проектируется на по 

верхность, касательную к ограничению. 
3. Градиент ограничения /(дс) никуда не проектируется. 
4. Направление касательной задает градиент grad /(х,, Х;) • 
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5. Направление нормали к функции ограничения /(х) = О в точке 
(х{, д4)задается выражениемXj-х^ =^/йх2(х, -x^). 

6. Допустимый "коридор" вводится для обеспечения движения вдоль 
ограничения. 

7. Метод наиболее эффективен в тех случаях, когда градиент крите­
рия близок к нормали к поверхности ограничений (в двухмерном 
случае — когда линия ограничения примерно ортогональна к гра­
диенту), так как в этом случае будет очень большое продвижение 
вдоль ограничения при движении по проекции градиента исходно­
го критерия. 

8. Внутри допустимого "коридора" поиск всегда осуществляется по 
касательной к поверхности ограничения в направлении, которое 
задает проекция градиента на эту поверхность. 

9. В трехмерной задаче ограничение /(х1,Х2,х^) = 0 представляет со­
бой поверхность, касательной к которой будет плоскость, вдоль ко­
торой великое множество направлений, и без знания проекции 
градиента выбрать нужное не представляется возможным. В дву­
мерном же случае ограничение будет представлять собой линию, 
касательной будет прямая линия, и вдоль нее и надо осуществлять 
поиск; в этом слз^ае можно и не проектировать градиент. 

10. Внутри допустимой области направление поиска определяется гра­
диентом критерия оптимальности без учета ограничений. 

ТЕХНОЛОГИЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

Рассмотренные в книге методы полезны, конечно, не только 
для чисто теоретического изучения, но и для решения практичес­
ких задач. В настоящее время имеется немало возможностей для 
реализащш вычислений как в автоматическом режиме по гото­
вым программам, так и путем самостоятельного программи­
рования методов. Многие ранее разработанные алгоритмы на 
различных языках высокого уровня сейчас трудно применить, так 
как они реализованы в виде самостоятельных отдельных, про­
грамм или процедур, которые необходимо куда-то вставлять. 
Поэтому в данном пособии приведены некоторые алгоритмы, 
реализующие рассмотренные методы, для распространенного 
программного средства, присутствующего почти в любом ком­
пьютере, — Microsoft Excel. Возможно, что это не самое лучшее 
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средство для вычислительных работ, но другие программные 
продукты, такие, как, например, MathCad, MathLab, Mathematica 
и др., специально ориентированные для математических расче­
тов, имеются далеко не в каждом компьютере и пока не могут 
применяться массово. 

Приведенные в данном разделе программы выполнены в виде 
макросов на Visual Basic для Excel 7.0. Они не охватывают все ме­
тоды, рассмотренные в книге, прежде всего по причине ее огра­
ниченного объема. Представленные алгоритмы достаточно прос­
ты, выполнены без "программистских ухищрений" в надежде на 
самостоятельное знакомство с ними с целью изучения техники их 
написания и последующего применения в других алгоритмах, но 
предполагают некоторое предварительное знакомство с исполь­
зованным языком программирования. Все программы построены 
примерно в одном стиле и состоят из нескольких самостоятель­
ных макросов, управляющих вводом исходной информации и 
вычислениями по различным алгоритмам. В большинстве случа­
ев предусмотрено наряду с числовым графическое представление 
результатов решения (например, при решении дифференциаль­
ных уравнений) или исходных данных (например, подынтеграль­
ной функции при вычислении интеграла, нелинейной функции 
при отыскании ее корней). После ввода исходных данных их 
можно корректировать, заменять, а потом в любое время решать 
поставленную задачу. Все приведенные программы объединены 
в отдельные тематические модули. В каждом модуле имеются 
свои начальные запускаемые макросы (Нелин_уравнение_ис-
ходные_данные, Диффур_исходные_данные, Интеграл_исход-
ные_данные), которые подготавливают в необходимой форме все 
исходные данные. Последующие макросы вызываются кнопками 
управления автоматически. 

Приведенные в книге программы не охватывают все теорети­
чески изложенные методы. Многие из нерассмотренных методов 
уже реализованы в Excel и не требуют каких-либо специальных 
усилий (кроме знакомства с принципами работы Excel). Это от­
носится к аппроксимации, решению систем линейных уравнений, 
задачам оптимизации. Следует отметить, что и нелинейные урав­
нения могут решаться в Excel без предварительной подготовки 
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какого-либо макроса, и этой возможностью следует пользоваться. 
Но нетрудно убедиться, что далеко не всегда при этом можно 
получить нужные результаты: если уравнение f{x) =0 имеет нес­
колько корней, то найден будет только один, причем иногда ле­
жащий за желаемыми пределами интервала по х. Приведенные же 
в книге программы позволяют задавать интересующие границы 
расположения корня, визуально наблюдать график функции в 
заданном диапазоне, т.е. они расширяют типовые функции Excel. 
Задачи оптимизации неплохо решаются в Excel, поэтому при 
выборе алгоритмов для программной реализации в книге, в связи 
с ограниченностью ее объема, они не приведены. 

В качестве примеров решения задач вычисхпггельного 
характера на Excel рекомендуем познакомиться с [11, глава 8], 
где, в частности, наряду с описанием особенностей работы с 
этим программным продуктом рассматриваются алгоритмы 
решения дифференциальных уравнений и некоторых задач ли­
нейного и нелинейного программирования типовыми средствами 
Excel, а также [14], где очень подробно и доступно студенту с 
начальной подготовкой рассматриваются особенности и приемы 
решения различных оптимизационных задач: линейного, цело­
численного, нелинейного, стохастического программирования, а 
также задач многопараметрической оптимизации. Помимо 
общих приемов решения таких задач приводится и множество 
конкретных примеров решения задач оптимального распре­
деления ресурсов и оптимального проектирования. 

Модуль 1. Решение нелинейных уравнений 
Public Function ГрафикГ(з1ес1) 

ActiveWindow.ScrollColumn = 1 
ActiveWindow.ScrollRow = 1 
Act iveSheet .Char tObjects . _ 

Add(6,2; 15; 223,4; 150 ,1 ) -Se lec t 
Application.CutCopyMode = False 
ActiveChart.ChartWizard Source: -Range(s led) ; _ 

Gal lery:= xlXYScatter; Format:=6; _ 
PlotBy:=xlColumns; _ 
CategoryLabels :=l ; Ser iesLabels :=0; HasLegend:«2; _ 
Ti t le :-"График функции f ( x ) " ; _ 
CategoryTi t le :="x" ; Va lueT i t l e :=" f (x ) " ; 
E x t r a T i t l e : = " " 
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Range("Al") .Se lec t 
End Function 

'Вычисление функции f(x) 
Publ ic Function FuncNU(Xt As Double) 

Range("Al") .Se lec t 
A c t i v e C e l l . O f f s e t d ; 10) .FormulaRlCl = Xt 
FuncNU = A c t i v e C e l l . O f f s e t O ; 7) .Value 

End Function 
' Вычисление корней методом сканирования 
Sub scan О 

Dim Xt As Double 
Dim Xtl As Double 
Dim Xn As Double 
Dim Xlc As Double 
Dim Eps As Double 
Dim element As Variant 
Dim myArray0 As Variant 
ReDim myArray(0) 
Range("Al").Select 
• Xn="H6" 
Xn = ActiveCell.0ffset(5; 7).Value 
• Xk=''H7" 
Xk = ActiveCell.0ffset(6; 7).Value 
inputVal = Application.InputBox("Введите " S _ 

"относительную погрешность решения по X в %% " & 
"от диапазона X на графике в пределах 10..О,01") 

Eps = inputVal /100 
Xt = Xn 
Yt = FuncI(Xt) 
If Yt = 0 Then 

myArray(UBound(myArray)) = Xt 
ReDim Preserve myArray(UBound(myArray) + 1) 
myArray(UBound(myArray)) = "?" 

End If 
Nx » 1 / Eps 
If Nx < 10 Then 

Nx = 10 
Eps = 1 / Nx * 100 

End If 
If Nx > 10000 Then 

Nx = 10000 
Eps = 1 / Nx 

End If 
Hx = (Xk - Xn) * Eps 
If Nx > 20 Then StepScan = 5 Else StepScan = 1 
For i = 1 To Nx / StepScan 
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Xt = Xn + i * Нх * StepScan 
' промежуточный вывод 
ActiveCell.0ffset(8; 7).FormulaRlCl - Xt 
Ytl = FuncI(Xt) 
If (Yt * Ytl < 0) Or (Ytl = 0) Then 

Xt = Xt - Hx * StepScan 
Yt3 = Yt 
For j = 1 To StepScan 

Xtl - Xt + j * Hx 
Yt2 = Fund (Xtl) 
If (Yt3 * Yt2 < 0) Or (Yt2 - 0) Then 
myArray(UBound(myArray)) » Xtl - Eps / 2 
ReDim Preserve myArray(UBound(myArray) + 1) 
myArray(UBound(myArray)) = "?" 
End If 
yt3 = Yt2 

Next j 
End If 
Yt = Ytl 

Next i 
' вывод 
ActiveCell.OffsetdO; 5) .FormulaRlCl =• " Погрешность 
ActiveCell.OffsetdO; 7).Select 
Selection.NumberFormat = "0,00" 
ActiveCell.Offset(0; 0).FormulaRlCl - Eps * 100 
ActiveCell.Offset(0; 1).FormulaRlCl « "%" 
Range("Al").Select 
ActiveCell.OffsetdO; 5) .Range("A1:D1") .Select 
Selection.BorderAround Weight:-xlMedium; _ 

ColorIndex:«xlAutomatic 
Selection.Interior.ColorIndex » 4 
Selection.Font.Colorlndex = 3 

' Вывод корней на панель и в таблицу в столбики NuO 
i = 1 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offsetd + 1; 13) .FormulaRlCl = 

"Корни уравнения" 
For Each element In myArray 

If element <> "?" Then 
MsgBox "Корень " S i s "=" S element; vbOKOnly; _ 

"Корни уравнения" 
ActiveCell.Offsetd + 2; 13) .FormulaRlCl = i 
ActiveCell.Offset(i + 2; 14).FormulaRlCl = element 
i - i + 1 

End If 
Next 

End Sub 
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' Вычисление кормя методом хорд 
Sub RootlO 

Dim Xt As Double 
Dim Xtl As Double 
Dim Xn As Double 
Dim Ya As Double 
Dim Yb As Double 
Dim Xk As Double 

^ Dim Eps As Double 
Dim right As Boolean 
Range("Al").Select 

Xn - ActiveCell.0£fset(5; 7).Value 
• Xk^'H?" 
Xk - ActiveCell.0ffset(6; 7).Value 
ActiveCell.OffsetdO; 5) .FormulaRlCl - " 
ActiveCell.OffsetdO; 7) .FormulaRlCl - " 
ActiveCell.OffsetO; 7) .FormulaRlCl - " « 
ActiveCell.OffsetO; 5) .FormulaRlCl - " 
inputVal « Application.InputBox("Введите " ( 

"аОсолвтную погрешность решения no fCx)") 
Eps - inputVal 
Yt - FuncI(Xn) 
Xt - Xn 
i - 0 
right - True 
While (Abs(Yt) > Eps) And (i < 1000) 

Yb - FuncI(Xk) 
Ya - FuncI{Xn) 
Yt - FuncI(Xt) 
i - i + 1 
If right Then 

dY - Yb - Yt 
If Abs<dY) > 0,0000000001 Then 

Xt - Xt - FuncI(Xt) * (Xk - 5Ct) / dY 
Yt - FuncI(Xt) 
If (Yt • Yb > 0) Then 

right - False 
Xk « Xt 
GoTo Metka 

End If 
End If 
If Not right Then 

dY - Yt - Ya 
If Abs(dY) > 0,0000000001 Then _ 

Xt - Xt - FuncI(Xt) * (Xt - Xn) / dY 
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7).FormulaRlCl = Xt 

.FormulaRlCl 

Eps 

Yt = Fund (Xt) 
If (Yt * Ya > 0) Then 

right = True 
Xn = Xt 

End If 
End If 
' промежуточный вывод 

Metka: ActiveCell.Offset(8; 
Wend 
' вывод 

ActiveCell.Offset(10; 5) 
"Погрешность f(X) " 

ActiveCell.Offset(10; 7) 
Selection.NumberFormat = "0,000000" 
ActiveCell.Offset(0; 0).FormulaRlCl 
Range("Al").Select 
ActiveCell.OffsetO; 7) 
ActiveCell.OffsetO; 5) 

"Кол-во итераций" 
ActiveCell.OffsetO; 5) .Range ("Al :D2") .Select 
Selection.BorderAround' Weight;=xlMedium; _ 

ColorIndex:=xlAutomatic 
Selection.Interior.Colorlndex = 4 
Selection.Font.Colorlndex = 3 
' Вывод корня в таблицу в столбики NuO 
Range("Al").Select 
ActiveCell.OffsetO; 13) 

"Корень уравнения" 
ActiveCell.Offset(4; 13) 
ActiveCell.Offset(4; 14) 
ActiveCell.Offset(5; 13) 
ActiveCell.Offset(5; 14) 

End Sub 

.Select 

FormulaRlCl 
FormulaRlCl 

FormulaRlCl 

FormulaRlCl 
FormulaRlCl 
FormulaRlCl 
FormulaRlCl 

— 
= "X=" 
= Xt 
= "f(x)=" 
= Yt 

'Построение графика функции 
Public Function GraficNUO 

Dim Xt As Double 
Dim Xn As Double 
Range("Al").Select 
• X0=''H6" 
Xn = ActiveCell.Offset(5; 7).Value 
• Xk="H7" 
Xk = ActiveCell.Offset(6; 7).Value 
• Nx="L2" 
Nx = ActiveCell.Offset(1; 11).Value 
Xt = Xn 
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i = о 
J = О 
ypred = FuncNU(Xn) 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offsetd + 4; 10) 
ActiveCell.Offsetd + 4; 11) 
If Ypred = 0 Then j = j + 1 
Hx = (Xk - Xn) / Nx 
Xt = Xn + Hx 
sled = "K5:L" 
While Xt <= 1,001 * Xk 

Yt = FuncNU(Xt) 
If (Yt * Ypred < 0) 
i = i + 1 
ActiveCell.Offset(i 
ActiveCell.Offsetd 
Xt = Xt + Hx 
Ypred = Yt 

Wend 
I_ = Str(i + 5) 
Range("XI").Select 
ActiveCell.FormulaRlCl 
Range ("Yl").Select 
ActiveCell.FormulaRlCl 
I_ = Selection.Value 
sled = sled + I_ 
ГpaфикF (sled) 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(9; 5) 

"Количество корней" 
ActiveCell.Offset(9; 7) 

End Function 

FormulaRlCl = Xn 
FormulaRlCl = Ypred 

Or (Yt = 
+ 4; 10) 
+ 4; 11) 

0) Then j = 
.FormulaRlCl 
.FormulaRlCl 

j + 
= Xt 
= Yt 

=TRIM(RC[-1])' 

.FormulaRlCl = 

.FormulaRlCl 

Sub GraficFNUO 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(9; 7).FormulaRlCl = " 
ActiveCell.Offset(10; 7).FormulaRlCl = 
ActiveSheet.ChartObj ects.Select 
Selection.Delete 
GraficNU 
ActiveSheet.Buttons.Select 
Selection.Delete 
Keys 

End Sub 
Public Function Keys() 
Range("Al").Select 



• Nnof'H9' 
Nroot •• ActiveCell.0ffset(9; 7).Value 
If Nroot > 1 Then 

ActiveSheet.Buttons. _ 
Add(17,4; 173,4; 102,2; 20,4).Select 

Selection.OnAction - "Scan" 
Selection.Characters.Text » "Bee корни" 
With Selection. 

Characters(Start:-l; Length:»12).Font 
.Name •• "Arial Cyr" 
.FontStyle " "Regular" 
.Size - 10 
.Strikethrough •• False 
.Superscript •• False 
.Subscript • False 
.OutlineFont •• False 
.Shadow •• False 
.Underline •• xlNone 
.Colorlndex - xlAutomatic 

End With 
End If 
If Nroot - 1 Then 

ActiveSheet.Buttons. _ 
Add(120,4; 173,4; 102,2; 20,4).Select 

Selection.OnAction - "Rootl" 
Selection.Characters.Text " "Корень в интервале' 
With Selection. 

Characters(Start:•!; Length:-17).Font 
.Наше - "Arial Cyr" 
.FontStyle - "Regular" 
.Size - 10 
.Strikethrough • False 
.Superscript - False 
.Subscript « False 
.OutlineFont > False 
.Shadow > False 
.Underline <• xINone 
.Colorlndex > xlAutomatic 

End With 
End If 
ActiveSheet.Buttons. 

Add(240; 173,4; 1б4,4; 20,4).Select 
Selection.OnAction « "GraficFNU" 
Selection.Characters.Text - _ 

"График после коррекции исх.дан." 
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With Selection.Characters(Start:=1; Length:=31).Font 
•Name - "Arial Cyr" 
.FontStyle = "Regular" 
.Size « 10 
.StriJcethrough = False 
.Superscript = False 
.Subscript = False 
.OutlineFont = False 
.Shadow " False 
.Underline = xlNone 
.Colorlndex = xlAutomatic 

End With 
Range("Al").Select 

End Function 
Sub Нелин_уравнение_исходные_ланные() 

Dim Xt As Double 
Dim Yt; Xn; Yn; Hx; Xk As Double 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(0; 1).FormulaRlCl « 

" Решение нелинейного уравнения " S _ 
"вида f(x) = 0 " 

ActiveCell.Offset(0; 1).Range("A1:E1").Select 
Selection.Font.Colorlndex = 3 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex - 19 

.Pattern = xlSolid 
End With 
Range("Al").Select 

' Присвоение переменной К2 имени х 
ActiveWor)cbook.Names.Add Name:="x"; _ 

RefersToRlCl:-"-R2Cll" 
' Организация ввода исходных данных 

inputfunc = Application. _ 
InputBox("Введите функцию f(x)") 

Xf Ш »m" s inputfunc 
inputVal - Application. _ 

InputBox("Введите начало интервала по X - ХО") 
Xn « inputVal 
inputVal » Application. _ 

InputBox("Введите конечное значение по X - Хк") 
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Хк = inputVal 
inputVal = Application. _ 

InputBox("Введите желаемое число точек для 
"графика Nx") 

Nx = inputVal 
If Nx < О Then Nx = 40 
If Nx > 300 Then Nx = 300 
Range("Al").Select 

• "04" " "f(x.y)" 
ActiveCell.0ffset(3; 6).FormulaRlCl = "f(x)" 

' "Р5''=''Начальныеусловия" 
ActiveCell.0ffset(4; 5).FormulaRlCl = _ 

"Граничные условия" 
t '•G6"='''X0" 

ActiveCell.Offset(5; 

ActiveCell.Offset(6; 6). 
ActiveCell.Offset(8; 5). 

"Текущ. приОлиж." 
ActiveCell.Offset(7; 5). 

"Точки для графика' 
ActiveCell.Offset(О,• 10) 
ActiveCell.Offset (0; 11) 

"Nx - число точек" 
ActiveCell.Offsetd; 11) 
ActiveCell.0ffset(2; 
ActiveCell.0ffset(3; 
ActiveCell.0ffset(3; 
ActiveCell.OffsetO; 
ActiveCell.Offset(10; 

6).FormulaRlCl = "XO" 

FormulaRlCl 
FormulaRlCl = 

FormulaRlCl = 

.FormulaRlCl 

.FormulaRlCl 

= "X)c" 

= "X текущ.' 

10) 
10) 

Nx 
"Функция f(x)" 

X" 
f(x)" 

.FormulaRlCl 

.FormulaRlCl 

.FormulaRlCl 
11).FormulaRlCl 
5).FormulaRlCl = " 
5).FormulaRlCl = " 

ActiveCell.OffsetO; 7) .FormulaRlCl = " 
ActiveCell.OffsetdO; 7) .FormulaRlCl = " 
ActiveCell.Offset(0; 8).Columns("A:A"). 

EntireColumn.ColumnWidth = 3,11 
ActiveCell.Offset(2; 5).Range("AlrDlO").Select 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 8 

.Pattern = xlSolid 
End With 
ActiveCell.Offset(0; 0).Range("Al:D10").Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xlNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle • xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
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Selection.BorderAround Weight: =xlMediuni; _ 
Colorlndex:«xlAutomatic 

Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(3; 7).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xiNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight.•=xlMediura; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(2; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
. Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(2; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(1; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(-2; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 

With Selection.Borders(xipottom) 
.Weight = xlMedium 
.Colorlndex = xlAutomatic 

End With 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutoraatic 
ActiveCell.Offset(0; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Xk 



ActiveCell.Offset(-1; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Xn 
ActiveCell.Offset(-2; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Xf 
ActiveCell.Offset (4; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Nx 
ActiveCell.Offset(1; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex = 2 
GraficNU 
Keys 
Range("Al").Select 

End Sub 

Модуль 2. Решение дифференциальных уравнений 
Public Function ГpaфикF(sled) 

ActiveSheet.ChartObj ects.Select 
Selection.Delete 
ActiveWindow.ScrollColumn = 1 
ActiveWindow. Sc;rollRow = 1 
ActiveSheet.ChartObjects. _ 

Add(6,22; 15; 223,4; 150,1).Select 
Application.CutCopyMode • False 
ActiveChart.ChartWizard Source:=Range(sled); _ 

Gallery:=xlXYScatter; Format:=6; _ 
PlotBy:=xlColumns; CategoryLabels:=1; _ 
Ser iesLabels :=0; HasLegend:=2; _ 
Title:="График решения y (x ) " ; _ 
CategoryTi t le :="x" ; Va lueTi t l e :="y (x ) " ; 
E x t r a T i t l e : = " " 

End Function 

'Вычисление правой стороны диффура 
Public Function Func(Xt As Double; Yt As Double) 

Range ("Al") .Se lec t 
Ac t iveCe l l .Of f se t (1 ; 10).FormulaRlCl = Xt 
Ac t iveCe l l .Of f se t (1 ; 11).FormulaRlCl = Yt 
Func = Ac t iveCe l l .Of f se t (3 ; 7).Value 

End Function 

' Метод Рунге — Кутта 
Sub Runge_kutta() 

' Этот макрос решает диффур методом Рунге — Кутта 
' Возможен запуск с кнопки (после макроса Диффур исходные_данные) 
' или вызовом после подготовки исходных данных вручную 
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' Исходные данные: 
' функция f(x,y) -Н4 
' Начальные условия по Х- Нб, noY-H7 
' Конечное значение Х-Н8 
' Шаг решения h- Н9 
' Текущее X-K2.Y-L2 
' Переменная К2 имеет имя х 
' Переменная L2 имеет имя у 
' Результаты: график + массив х(К5: ) и Y(L5: ) 

Dim Xt As Double 
Dim Yt As Double 
Range("Al") .Se lec t 
• Yn="H7" 
Yn = ActiveCell.0ffset(6; 7).Value 
• Xn="H6'' 
Xn = ActiveCell.Offset(5; 7).Value 
• Hx="H9" 
Hx - ActiveCell.Offset(8; 7).Value 
' Xk="H8" 
Xk = ActiveCell.Offset(7; 7).Value 
Xt = Xn 
Yt = Yn 
i = 0 
sled = "K5:L" 
ActiveCell.Offsetd + 4; 10) 
ActiveCell.Offsetd + 4; 11) 
While Xt < Xk 

k_l = Hx * Func(Xt 
k_2 = Hx * Func(Xt 
k_3 = Hx * Func(Xt 
k_4 = Hx * Func(Xt 
Yt = Yt + (k_l + 2 
Xt = Xt + Hx 
ActiveCell.Offsetd + 
ActiveCell.Offsetd + 
i = i + 1 

Wend 
I_ = Str(i + 5) 
ActiveCell.Offset(0; 30) 
ActiveCell.Offset(0; 31).FormulaRlCl 
I_ = ActiveCell.Offset(0; 31).Value 
sled = sled + I_ 
ГрафикР (sled) 

End Sub 

FormulaRlCl = Xt 
FormulaRlCl = Yt 

Yt) 
+ Hx / 
+ Hx / 
+ Hx; 
* к 2 

5; 
5; 

2 
2 
Yt 
+ 2 
10) 
11) 

Yt + k_l / 2) 
Yt + k_2 / 2) 
+ k_3) 

к 3 + к 4) /6 

FormulaRlCl 
FormulaRlCl 

Xt 
Yt 

.FormulaRlCl 
=TRIM(RC[-1])" 
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'Метод Эйлера 
Sub E y l e r O 

' Этот макрос решает диффур методом Эйлера 
' Возможен запуск с кнопки (после макроса Диффур_исходные_данные) 
' или вызовом после подготовки исходных данных вручную 
' Исходные данные при инициализации omAl: 

' функция f(x,y) -Н4 
' Начальные условия по X - Нб, по У - Н7 
' Конечное значение Х-Н8 
' Шаг решения h-H9 
• Текущее X-K2. Y-L2 
' Переменная К2 имеет имя х 
' Переменная L2 имеет имя у 
' Результаты: график + массив х(К5: ) и Y(L5: ) 

Dim Xt As Double 
Dim Yt As Double 
R a n g e ( " A l " ) . S e l e c t 
• Yn^'HT 
Yn = ActiveCell.Offset(6; 7).Value 
• Хп^'Иб" 
Xn " ActiveCell.Offset(5; 7).Value 
• Hx=-H9" 
Hx = ActiveCell.Offset(8; 7).Value 
• Xk="H8" 
Xk = ActiveCell.Offset(7; 7).Value 
Xt = Xn 
Yt = Yn 
i = 0 
sled = "K5:L" 
ActiveCell.Offset(i + 4; 10) 
ActiveCell.Offset(i + 4; 11) 
While Xt < Xk 

Yt - Yt + Hx * Func(Xt; Yt) 
Xt = Xt + Hx 
ActiveCell.Offsetd + 5; 
ActiveCell.Offsetd + 5; 
i = i + 1 

Wend 
I_ » Strd + 5) 
ActiveCell.Offset(0; 30).FormulaRlCl = I_ 
ActiveCell.Offset(0; 31).FormulaRlCl = "=TRIM(RC[-1])' 
I_ - ActiveCell.Offset(0; 31).Value 
sled = sled + I_ 
ГрафикР (sled) 

End Sub 

FormulaRlCl = Xt 
FormulaRlCl = Yt 

10).FormulaRlCl 
11).FormulaRlCl 

Xt 
Yt 
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Sub Диффур_исходные_данные() 
Dim Xt As Double 
Dim Yt; Xn; Yn; Hx; Xk As Double 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(0; 1). _ 

FormulaRlCl = " Решение " S _ 
"дифференциального уравнения dy/clx=f(x,y)" 

ActiveCell.Offset(0; 1).Range("Al:F1").Select 
Selection.Font.ColorIndex = 3 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 1 9 

.Pattern = xlSolid 
End With 
Range("Al").Select 

' Присвоение переменной К2 имени х 
ActiveWorkbook.Names.Add Name:="x"; 

RefersToRlCl:="=R2Cll" 
' Присвоение переменной L2 имени Y 

ActiveWorkbook.Names.Add Name:="y"; _ 
RefersToRlCl:="=R2C12" 

' Организация ввода исходных данных 
inputfunc • Application. _ 

InputBox("Введите функцию f(x,y)") 
Xf = "=" s inputfunc 
inputVal = Application. _ 

InputBox("Введите начальные условия по X - ХО") 
Xn = inputVal 
inputVal - Application. _ 

InputBox("Введите начальные условия по Y - YO") 
Yn = inputVal 
inputVal = Application. _̂  

InputBox("Введите конечное значение по X - Xk") 
Xk = inputVal 
inputVal = Application. _ 

InputBox("Введите шаг решения по X") 
Hx « inputVal 

, «04" = "/(x.y)" 
ActiveCell.Offset(3; 6).FormulaRlCl - "f(x,y)" 

• "Р5"=''Начальные условия" 
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5). 
10) 
11) 
10) 
10) 
11) 

FormulaRlCl ' 
.FormulaRlCl 
•FormulaRlCl 
.FormulaRlCl 
.FormulaRlCl 
.FormulaRlCl 

g 1 

•1 

IB 

» 
-
-

"Шаг решения 
"X 
»Y 
"P 
n 
tf 

текущ. 
текущ, 
E Ш E 
X" 
Y" 

И 

n 
H и 

h" 
<* 
E" 

ActiveCell.0ffset(4; 5).FormulaRlCl - _ 
"Начальные условия" 

• "G6"''''X0'' 
ActiveCell.Offset(5; 6).FormulaRlCl - "XO" 

ActiveCell.Offset(6; 6).FormulaRlCl - "YO" 
• "FS"" 'Конечное знач. Xk" 

ActiveCell.Offset(7; 5).FormulaRlCl -
"Конечное знач. Xk" 

, "Р9"^"Шагрешения h" 
ActiveCell.Offset(8; 
ActiveCell.Offset(0; 
ActiveCell.Offset(0; 
ActiveCell.Offset(2; 
ActiveCell.Offset(3; 
ActiveCell.Offset(3; 
ActiveCell.Offset(0; 9).Columns("A:A"). 

EntireColumn.ColumnWidth » 3,11 
ActiveCell.Offset(2; 5).Range("A1:D8").Select 
With Selection.Interior 

.ColorIndex - 8 

.Pattern - xlSolid 
End With 
ActiveCell.Offset(0; 0).Range("A1:D8").Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle " xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle « xINone 
Selection.BorderAround Weight:"xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
Selection.BorderAround Weight:-xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(3; 7).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle " xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle - xINone 
Selection.BorderAround Weight:"xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(2; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle - xINone 
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Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 
ColorIndex:«xlAutomatic 

ActiveCell.OffsetO; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xlNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.0ffset(-2; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:-xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(1; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle » xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle - xINone 
With Selection.Borders(xlBottom) 

.Weight = xlMedium 

.Colorlndex = XlAutomatic 
End With 
Selection. BorderAround Weight ."«xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(-1; 0).Select 
Selection.Interior.ColorIndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Yn 
ActiveCell.Offset(-1; 0).Select 
Selection.Interior.ColorIndex - 2 

ActiveCell.FormulaRlCl - Xn 
ActiveCell.Offset(-2; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex » 2 
ActiveCell.FormulaRlCl - Xf 
ActiveCell.Offset(5; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex - 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Hx 
ActiveCell.Offset(-1; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl - X)c 
ActiveSheet.Buttons. _ 

Add(47,4; 173,4; 102,2; 20,4).Select 
Selection.OnAction - "Eyler" 
Selection.Characters.Text - "Метод Эйлера" 
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With Selection.Characters(Start:=1; Length:=12).Font 
.Name =» "Arial Cyr" 
.FontStyle = "Regular" 
.Size = 10 
.Strikethrough = False 
•Superscript = False 
.Subscript = False 
.OutlineFont - False 
.Shadow = False 
.Underline = xlNone 
.Colorlndex = xlAutomatic 

End With 
ActiveSheet.Buttons. _ 

Add(232,4; 173,4; 102,2; 20,4).Select 
Selection.OnAction = "Runge_kutta" 
Selection.Characters.Text = "Метод Рунге-Кутта" 
With Selection.Characters(Start:=1; Length:=17).Font 

.Name = "Arial Cyr" 

.FontStyle » "Regular" 

.Size - 10 

.Strikethrough = False 

.Superscript « False 

.Subscript = False 

.OutlineFont " False 

.Shadow = False 

.Underline " xINone 

.Colorlndex = xlAutomatic 
End With 
Range("Al").Select 

End Sub 

Модуль 3. Вычисление интегралов 
Public Function ГpaфикF(sled) 

ActiveWindow.ScrollColumn = 1 
ActiveWindow.ScrollRow = 1 
ActiveSheet.ChartObj ects. 

Add(6,2; 15; 223,4; 150,1).Select 
Application.CutCopyMode = False 
ActiveChart.ChartWizard Source:-Range(sled); _ 

Gallery:=xlXYScatter; Format:-6; _ 
PlotBy:=xlColumns; CategoryLabels:=l; _ 
SeriesLabels:-0; HasLegend:=2; _ 
Title:""График функции f(x)"; CategoryTitle:="x"; 
ValueTitle:="f(x)"; ExtraTitle:="" 
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Range("Al") .Se lec t 
End Function 

'Вычисление подынтегральной функции 
Publ ic Function FuncKXt As Double) 

Range("Al") .Se lec t 
Ac t iveCel l .Of f se t (1 ; 10).FormulaRlCl = Xt 
F u n d = A c t i v e C e l l . O f f s e t ( 3 ; 7).Value 

End Function 

' Вычисление интеграла методом Симпсона 
Sub Simp О 

Dim Xt As Double 
Dim Xn As Double 
Dim Xk As Double 
Range("Al").Select 
• X0=''H6'' 
Xn = ActiveCell.Offset(5; 7).Value 
• Хк="НГ 
Xk - ActiveCell.Offset(6; 7).Value 
NX = ActiveCell.Offset(7; 7).Value 
tr " 0 
Hx = (Xk - Xn) / NX 
For i « 1 To Nx 

Xt = Xn + (i - 1) * Hx 
Yt = Fund (Xt) 
Ytl - FuncKXt + Hx / 2) 
Yt2 = FuncKXt + Hx) 
tr - tr + (Yt + 4 * Ytl + Yt2) 

Next i 
tr - Hx / 2 * tr / 3 
' Расчет с шагом Нх/2 
trl - О 
Hx - (Xk - Xn) / NX / 2 
For i - 1 To NX * 2 

Xt = Xn + (i - 1) * Hx 
Yt = FuncKXt) 
Ytl « FuncKXt + Hx / 2) 
Yt2 - Fund (Xt + Hx) 
t r l = t r l + (Yt + 4 * Ytl + Yt2) 

Next i 
t r l - Hx / 2 * t r l / 3 

' Расчет погрегиности 
t r = Abs( t r - t r l ) / 15 

' вывод 
Ac t iveCe l l .Of f se t (9 ; 5).FormulaRlCl = " Интеграл =" 
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ActiveCell.Offset(9; 7).FormulaRlCl = trl 
ActiveCell.Offset(10; 5).FormulaRlCl = "Погрешность <' 
ActiveCell.Offset(10; 7).FormulaRlCl = tr 
ActiveCell.Offset (9; 5).Range("Al:Dl").Select 
Selection.BorderAround Weight:="xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
Selection.Interior.Colorlndex = 4 
Selection.Font.Colorlndex « 3 
ActiveCell.Offset(1; 0).Range("Al:D1").Select 
Selection.BorderAround Weight:»xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
Selection.Interior.Colorlndex = 4 
Selection.Font.Colorlndex = 3 
ActiveCell.Offset(-8; -5).Range("Al").Select 

End Sub 
'Вычисление интеграла методом трапеций 
Sub Trap О 

Dim Xt As Double 
Dim Xn As Double 
Dim Xk As Double 
Range("Al").Select 
' ХО^-Нб" 
Xn - ActiveCell.Offset(5; 7).Value 
• Xk="H7" 
Xk = ActiveCell.Offset(6; 7).Value 
• Nx=''H8'' 
Nx » A c t i v e C e l l . O f f s e t ( 7 ; 7 ) . V a l u e 

' вычисление с шагом Нх 
t r - О 
Нх - (Xk - Xn) / Nx 
Xt = Xn 
While Xt < Xk 

Yt « FuncI(Xt) 
Yt l - FuncKXt + Hx) 
t r - t r + Hx * (Yt + Yt l ) / 2 
Xt - Xt + Hx 

Wend 
' вычисление с шагом Нх/2 

t r l « О 
Нх = (Xk - Xn) / Nx / 2 
Xt = Xn 
While Xt < Xk 

Yt = Fund (Xt) 
Ytl » FuncI(Xt + Hx) 
trl = trl + Hx * (Yt + Ytl) / 2 
Xt = Xt + Hx 

Wend 
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' Расчет погрешности 
t r = Abs(tr - t r l ) / 3 

' вывод 
ActiveCell.OffsetO; 5) .FormulaRlCl = " Интеграл =" 
ActiveCell.Offset(9; 7).FormulaRlCl » trl 
ActiveCell.OffsetdO; 5) .FormulaRlCl = _ 

" Погрешность <" 
ActiveCell.OffsetdO; 7) .FormulaRlCl = tr 
ActiveCell.OffsetO; 5) .Range ("A1:D1") .Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
Selection.Interior.Colorlndex = 4 
Selection.Font.ColorIndex = 3 
ActiveCell.Offsetd; 0) .Range("A1:D1") .Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:"xlAutomatic 
Selection.Interior.Colorlndex = 4 
Selection.Font.Colorlndex = 3 
ActiveCell.Offset(-8; -5).RangeC'Al").Select 

End Sub 
Public Function GraficO 

Dim Xt As Double 
RangeC'Al") .Select 
• X0'="H6" 
Xn » ActiveCell.Offset(5; 7).Value 
• Xk="H7" 
Xk - ActiveCell.Offset(6; 7).Value 
• Nx=''H8" 
Nx = ActiveCell.Offset(7; 7).Value 
Xt - Xn 
i - 0 
Hx - (Xk - Xn) / Nx 
sled - "K5:L" 
While Xt <- Xk 

Yt - FuncI(Xt) 
RangeC'Al") .Select 
ActiveCell.Offset(i + 4; 10).FormulaRlCl = Xt 
ActiveCell.Offsetd + 4'; 11) .FormulaRlCl = Yt 
Xt = Xt + Hx 
i - i + 1 

Wend 
I_ - Str(i + 4) 
I_ « Trim(I_) 
sled = sled + I_ 
ГрафикР (sled) 

End Function 
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Sub GraficFO 
Range("Al").Select 
ActiveCell.OffsetO; 7) . FormulaRlCl = _ 

11 II 

ActiveCell.OffsetdO; 7) . FormulaRlCl = _ 
It II 

ActiveSheet.ChartObj ects.Select 
Selection.Delete 
Grafic 

End Sub 

Sub Интеграл_исходнь1е_данные () 
Dim Xt As Double 
Dim Yt; Xn; Yn; Hx; Xk As Double 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(0; 1).FormulaRlCl = _ 

" Вычисление интеграла от функции f (х)" 
ActiveCell.Offset(0; 1).Range("Al:El").Select 
Selection.Font.Colorlndex = 3 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xlNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:«xlMedium; _ 

Colorlndex:«xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 19 

.Pattern « xlSolid 
End With 
Range("Al").Select 

' Присвоение переменной К2 имени х 
ActiveWorkbook.Names.Add Name:="x"; ^ 

RefersToRlCl:-"=R2Cll" 
' Организация ввода исходных данных 

inputfunc = Application. _ 
InputBox("Введите функцию f(x)") 

Xf - "-" & inputfunc 
inputVal » Application. _ 

InputBox("Введите начало интервала по X - ХО") 
Xn » inputVal 
inputVal = Application. _ 

InputBox("Введите конечное значение по X - Xk") 
Xk - inputVal 
inputint - Application. _ 

InputBox("Введите число шагов по X") 
Nx » inputint 
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6).FormulaRlCl - "XO" 

If NX < 1 Then NX = 10 
If NX > 100 Then Nx = 100 
Range ("Al").Select 

. "04" = "f(x.y)" 
ActiveCell.OffsetO; 6) .FormulaRlCl 

I "Р5"="Начальныеусловия" 
ActiveCell.0ffset(4; 5).FormulaRlCl 

"Граничные условия" 
. «G6"="X0" 

ActiveCell.Offset(5; 

ActiveCell.Offset(6; 
ActiveCell.Offset(0; 
ActiveCell.Offset(2; 
ActiveCell.Offset(3; 
ActiveCell.Offset(3; 
ActiveCell.Offset{7; 
ActiveCell.Offset(9; 
ActiveCell.Offset(10; 
ActiveCell.Offset(9; 
ActiveCell.Offset(10; 
ActiveCell.Offset(0; 

•f(X)" 

6).FormulaRlCl = 
10).FormulaRlCl = 
10).FormulaRlCl = 
10).FormulaRlCl = 
11).FormulaRlCl = 
5) .FormulaRlCl = 
5).FormulaRlCl » 
5).FormulaRlCl = 

7) .FormulaRlCl = 
7).FormulaRlCl = 
8) .Columns("A:A") 

"XJc" 
"X текущ." 
"Функция f(x) 

X" 
f(x)" 

"Число шагов N 

EntireColumn.ColumnWidth » 3,11 
ActiveCell.Offset(2; 5).Range("A1:D10").Select 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 8 

.Pattern = xlSolid 
End With 
ActiveCell.Offset(0; 0).Range("A1:D10").Select 
Selection.Borders(xl^eft).LineStyle « xlNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle " xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutamatic 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(3; 7).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xiNone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle » xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 



ActiveCell.0ffset(2; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xlNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.0ffset(2; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:«xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(-l; 0).Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle «• xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
With Selection.Borders(xlBottom) 

.Weight = xlMedium 

.Colorlndex = xlAutomatic 
End With 
Selection.BorderAround Weight:-xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(0; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Xk 
ActiveCell.Offset(-l; 0).Select 
Selection.Interior.ColorIndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Xn 
ActiveCell.0ffset(-2; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex - 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Xf ' 
ActiveCell.0ffset(4; 0).Select 
Selection.Interior.Colorlndex = 2 
ActiveCell.FormulaRlCl = Nx 
ActiveSheet.Buttons. _ 

Add(17,4; 173,4; 102,2; 20,4).Select 
Selection.OnAction = "Trap" 
Selection.Characters.Text = "Метод трапеций" 
With Selection.Characters(Start:=l; Length:=12).Font 

.Name = "Arial Cyr" 

.FontStyle = "Regular" 
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.Size - 10 

.Strikethrough = False 

.Superscript " False 

.Subscript = False 

.OutlineFont " False 

.Shadow = False 

.Underline - xlNone 

.Colorlndex = xlAutomatlc 
End With 
ActiveSheet.Buttons. _ 

Add(120,4; 173,4; 102,2; 20,4).Select 
Selection.OnAction = "Simp" 
Selection.Characters.Text - "Метод Симпсона" 
With Selection.Characters(Start:=1; Length:=17).Font 

.Name - "Arial Cyr" 

.FontStyle = "Regular" 

.Size - 10 

.Strikethrough « False 

.Superscript = False 

.Subscript " False 

.OutlineFont - False 

.Shadow - False 

.Underline « xINone 

.Colorlndex = xlAutomatic 
End With 
ActiveSheet.Buttons. _ 

Add(240; 173,4; 164,4; 20,4).Select 
Selection.OnAction = "GraficF" 
Selection.Characters.Text • _ 

"График после коррекции исх.дан." 
With Selection.Characters(Start:-1; Length:=31).Font 

.Name - "Arial Cyr" 

.FontStyle - "Regular" 

.Size " 10 

.Strikethrough •= False 

.Superscript " False . 

.Subscript = False 

.OutlineFont » False 

.Shadow - False 

.Underline = xINone 

.Colorlndex = xlAutomatic 
End With 
Grafic 

End Sub 
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Модуль 4. Интерполяция 
' Удаление тонки, на которую указывает курсор 
Sub Удалить_точку() 

Dim X As Double 
ActiveSheet.ChartObj ects.Select 
Selection.Delete 
ActiveSheet.Buttons.Select 
Selection.Delete 
Ra « ActiveCell.Row 
Co - ActiveCell.Column 
Nx - ActiveCell.Offset(4 - Ra; 5 - Co).Value 
If (Ra < 5) Or (Co > 2) Or ((Ra > 4 + Nx + D ) Then 

MsgBox ("Вы забыли указать удаляемую точку!"); 
vbOKOnly; "ВНИМАНИЕ!" 

GoTo Metka3 
End If 
If Co = 2 Then Col - -1 Else Col - 0 
ActiveCell.Offset(5 - Ra + Nx + 1; Col + 2). _ 

Range("Al").Select 
Selection.ClearContents 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle » xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle " xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle •= xINone 
Selection.BorderAround LineStyle:«xlNone 
Selection.Interior.Colorlndex = xINone 
Range("Al").Select 
For i - Ra To (5 + Nx + 2) 

ActiveCell.Offset(i - 1; 0).FormulaRlCl = _ 
ActiveCell.Offset(i; 0).Value 

ActiveCell.Offset(i - 1; 1).FormulaRlCl » _ 
ActiveCell.Offset(i; 1).Value 

Next i 
ActiveCell.Offset(5 + Nx; Col).Range("Al:CI").Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle » xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle " xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle " xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle « xINone 
Selection.BorderAround LineStyle:=xlNone 
Selection.Interior.Colorlndex « xINone 
ActiveCell.Offset(-1; 0).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:»xlMedium; _ 

Colorlndex:«xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex " 39 

.Pattern " xlSolid 
End With 
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ActiveCell.Offset(0; 2) .RangeC'Al") .Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 39 

.Pattern " xlSolid 
End With 
ActiveCell.Offset(0; -1).RangeC'Al").Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle •» xlNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle " xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle " xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround LineStyle:-xlNone 
Selection.Interior.Colorlndex = xINone 
GoTo Metka3 

Met)ca3: 
Range ("Al").Select 
Nx = Nx - 1 
ActiveCell.0ffset(3; 4).FormulaRlCl » Nx 
i •> 4 + Nx + 2 
i_ - Str(i) 
i_ « Trim(i_) 
sledl - "A5:C" + i_ 
i_ - Str(Nx + 1) 
i_ « Trim(i_) 
Range("Al").Select 
sled = "»Lagrang_Qwik(R[-" S i_ S "]C[-2):RC[-1])" 
ActiveCell.0ffset(5 + Nx; 2).FormulaRlCl » sled 
Graphic (sledl) 
Key 

End Sub 
'Вставка дополнительной точки перед той, 
'на которую указывает курсор 
Sub вставка_точки() 

Dim X As Double 
ActiveSheet.ChartObj ects.Select 
Selection.Delete 
ActiveSheet.Buttons.Select 
Selection.Delete 
Ra = ActiveCell.Row 
Co = ActiveCell.Column 
Nx - ActiveCell.Offset(4 - Ra; 5 - Co).Value 
If (Ra < 5) Or (Co > 2) Or ((Ra > 4 + Nx + 2)) Then 

MsgBox "Вы забыли указать место вставки " S _ 
"новой точки!"; _ 
vbOKOnly; "ВНИМАНИЕ!" 

GoTo Metka3 
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End If 
If Co - 2 Then Col - -1 Else Col = 0 
ActiveCell.0ffset(5 - Ra + Nx + 1; Col + 2) . _ 

Range("Al").Select 
Selection.ClearContents 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xlNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle » xINone 
Selection.BorderAround LineStyle:"xlNone 
Selection.Interior.Colorlndex « xINone 
Range("Al").Select 
ActiveCell.0ffset(4 + Nx + 2; 2).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:»xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex - 39 

.Pattern " xlSolid 
End With 
ActiveCell.Offset(0; -2).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:*xlMedium; _ 

Colorlndex:«xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex - 39 

.Pattern •» xlSolid 
End With 
ActiveCell.Offset(-l; 0).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex: ««xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex - 40 

.Pattern » xlSolid 
End With 
ActiveCell.Offset(; 1) .Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:"xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex » 40 

.Pattern " xlSolid 
End With 

' Сдвиг зяементов 
Range("Al").Select 
For i - 5 + Nx + 2 To Ra Step -1 

ActiveCell.Offset(i; 0).FormulaRlCl =• _ 
ActiveCell.Offset(i - 1; 0).Value 

ActiveCell.Offset(i; 1).FormulaRlCl = _ 
ActiveCell.Offset(i - 1; 1).Value 
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Next i 
NX - NX + 1 
ActiveCell.Offset(Ra - 1; 0).ClearContents 
ActiveCell.Offset(Ra - 1; 1).ClearContents 

' BeodXY 
Metlca2: 

inputVal >• Application.InputBox("Введите " 6 _ 
"значение аргумента X, больше предыдущего " 
"и меньше последующего или для отмены " & _ 
"ввода ESC/Отмена") ~ 

If inputVal " False Then 
Nx - NX - 1 
For i - Ra To (5 + Nx + 2) 

ActiveCell.Offsetd - 1; 0) .FormulaRlCl - _ 
ActiveCell.Offsetd; 0) .Value 

ActiveCell.Offset(i - 1; 1).FormulaRlCl - _ 
ActiveCell.Offsetd; 1) .Value 

Next i 
ActiveCell.0ffset(5 + Nx + 1; Col), 

Range("A1:C1").Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle « xiNone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle « xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle « xINone 
Selection.BorderAround LineStyle:-xINone 
Selection.Interior.ColorIndex « xINone 
ActiveCell.0ff3et(-l; 0).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:-xlMedium; _ 

Color Index :-xlAutonnatic 
With Selection.Interior 

•ColorIndex " 3 9 
.Pattern • xlSolid 

End With 
ActiveCell.Offset(0; 2).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:-xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex - 39 

.Pattern - xlSolid • 
End With 
ActiveCell.Offset(0; -1).Range("Al").Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle » xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle - xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle - xINone 
Selection.BorderAround LineStyle:-xINone 
Selection.Interior.Colorlndex - xlNone 



GOTO Metka3 
End If 
ActiveCell.OffsetO; 4) .FormulaRlCl = Nx 
X - inputVal 
If Ra = 5 Then 

If (ActiveCell.Offset(Ra; 0).Value <= X) Then 
MsgBox "Значения X надо вводить " & _ 

"по возрастанию. Введите другое " S _ 
"значение, меньше первого"; _ 
vbOKOnly; "ВНИМАНИЕ!" 

GoTo Metka2 
End If 

End If 
If Ra > 5 And Ra < 5 + Nx Then 

If (ActiveCell.Offset(Ra; 0).Value <= X) Then 
MsgBox "Значения X надо вводить " & _ 

"по возрастанию. Введите другое " S _ 
"значение, меньше следующего"; _ 
VbOKOnly; "ВНИМАНИЕ!" 

GoTo Metka2 
End If 
If (ActiveCell.Offset(Ra - 2; 0).Value >= X) Then 

MsgBox "Значения X надо вводить " S _ 
"по возрастанию. Введите другое " & _ 
"значение, больше предыдущего"; _ 
VbOKOnly; "ВНИМАНИЕ!" 

GoTo Metka2 ' 
End If 

End If 
If Ra = 5 + Nx Then 

If (ActiveCell.Offset(Ra - 2; 0).Value >= X) Then 
MsgBox "Значения X надо вводить " & _ 

"по возрастанию. Введите другое " & _ 
"значение, больше предыдущего"; _ 
VbOKOnly; "ВНИМАНИЕ!" 

GoTo Metka2 
End If 

End If 
If inputVal <> False Then 

Metkal: 
inputVall = Application. _ 

InputBox("Введите значение Функции Y") 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(Ra; 0).Range("Al:B1").Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(0; 1).Range("Al").Select 
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Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 
Colorlndex:=xlAutomatic 

ActiveCell.Offset(-l; -1).FormulaRlCl = inputVal 
ActiveCell.Offset (-1; 0).FormulaRlCl » inputVall 
If inputVall = False Then 

GoTo Metkal 
End If 

End If 
Metka3: 

Range("Al").Select 
i = 4 + Nx + 2 
i_ = Str(i) 
i_ = Trim(i_) 
sledl - "A5:C" + i_ 
i_ = Str(Nx + 1) 
i_ = Trim(i_) 
Range("Al").Select 
sled - "»Lagrang_Qwik(R[-" S i_ S "]C[-2]:RC[-1]) " 
ActiveCell.Offset(5 + Nx; 2).FormulaRlCl - sled 
Graphic (sledl) 
Key 

End Sub 
'Построение графика 
Function Graphic(sled) 

ActiveSheet.ChartObjects. _ 
Add(156; 27; 238,2; 144).Select 

Application.CutCopyMode = False 
ActiveChart.ChartWizard Source:=Range(sled); _ 

Gallery:=xlXYScatter; Format:=2; _ 
PlotBy:=xlColumns; CategoryLabels:=l; _ 
SeriesLabels:=0; HasLegend:=2; _ 
Title:«"График функции f(x) и ее " s _ 

"восстановленное значение "; _ 
CategoryTitle:="X"; ValueTitle:-"f(X)"; 
ExtraTitle:»"" 

Range("Al").Select 
End Function 
' Управляющие ключи 
Function KeyO 

ActiveSheet.Buttons. _ 
Add(168,2; 175,8; 100,2; 13,2).Select 

Selection.OnAction = "Вставка_точки" 
Selection.Characters.Text = "Вставить точку " 
With Selection.Characters(Start:=l; Length:=38).Font 

.Name = "Arial Cyr" 

.FontStyle « "Regular" 



.Size - 10 

.Strikethrough - False 

.Superscript - False 

.Subscript - False 

.OutlineFont - False 

.Shadow •• False 

.Underline - xlNone 

.Colorlndex <- xlAutomatic 
End With 
ActiveCell.Select 
Range("Al").Select 
ActiveSheet.Buttons. _ 

Add(278,2; 175,8; 100,2; 13,2).Select 
Selection.OnAction • "Удалить_'гочку" 
Selection.Characters.Text - "Удалить точку " 
With Selection.Characters(Start:-l; Length:-38).Font 

.Name - "Arial Cyr" 

.FontStyle - "Regular" 

.Size - 10 

.Strikethrough « False 

.Superscript - False 

.Subscript » False 

.OutlineFont - False 

.Shadow • False 

.Underline •• xINone 

.Colorlndex - xlAutomatic 
End With 
ActiveCell.Select 
Range("Al").Select 

End Function 

Function Lagrang_Qwik(Rang) 
' Расчет значения фун1а(Ш1 в заданной точке по мепюду Лагранжа 
Ys - О 
Ra - ActiveCell.Row 
Со - ActiveCell.Column 
Nx - ActiveCell.Offset(4 - Ra; 5 - Co).Value 
Ra - 5 - Ra + (Nx + 1) 
Co - 3 - Co 
X - ActiveCell.Offset(0 + Ra; -2 + Co).Value 
For j - 0 To Nx 

Yp - ActiveCell. 
Offset(-Nx - 1 + j + Ra; -1 + Co).Value 

For 1 " 0 To Nx 
Mn - I 
XI - ActiveCell. 

Offset(-Nx -~1 + 1 + Ra; -2 + Co).Value 
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Xj = ActiveCell. 
Offset(-NX - 1 + j + Ra; -2 + Co).Value 

(X - XI) / (Xj - XI) If 1 
Yp = 

Next 1 
Ys = Ys 

Next j 

<> 
yp 

+ 
Lagrang_Qwik 

End Function 

j 
* 

Yp 

= 

Then 
Mn 

Ys 

Mn 

Sub Интерполяция_исходные_данные() 
Dim X As Double 

' Очистка экрана перед началом работы 
Range("Al").Select 
ActiveSheet.ChartObj acts.Select 
Selection.Delete 
ActiveSheet.Buttons.Select 
Selection.Delete 
ActiveCell.Columns("A:F").EntireColumn.Select 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xlNone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle = xINone 
Selection.BorderAround LineStyle:=xlNone 
Selection.Interior.ColorIndex = xINone 
Selection.ClearContents 
Range("CI").Select 
ActiveCell.Offset(0; 1).Range("Al:CI").Select 
ActiveCell.Offset(0; 1).FormulaRlCl = "Интерполяция 
Selection.Font.ColorIndex = 3 
Selection.Borders(xlLeft).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlRight).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlTop).LineStyle = xINone 
Selection.Borders(xlBottom).LineStyle •= xINone 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:-xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex =19 

.Pattern = xlSolid 
End With 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(3; 0).Range("Al:B1").Select 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 34 

.Pattern - xlSolid 
End With 
ActiveCell.Select 
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Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 
Colorlndex:=xlAutomatic 

ActiveCell.Offset(0; 1).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(0; 1).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutoraatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 39 

.Pattern = xlSolid 
End With 
ActiveCell.Offset(0; 1).Range("A1:B1").Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 34 

.Pattern = xlSolid 
End With 

' Органшация ввода исходных данных 
i » О 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(3 
ActiveCell.Offset(3 
ActiveCell.Offset(3 
Do 

Metka2: 
If i = 0 Then 

inputVal = Application.InputBox("Введите " S _ 
"начальное значение аргумента XO") 

Else 
inputVal = Application.InputBox("Введите " & _ 

"значение аргумента X" & i & _ 
", большее предыдущего или для " & _ 
"завершения ввода ESC/Отмена") 

End If 
If (i >= 1) And (inputVal о False) Then 

X = inputVal 
Range("Al").Select 
For j = 0 To i - 1 

If ActiveCell.Offset(4 + j; 0).Value > X The 
MsgBox "Значения X надо вводить по " & _ 

"возрастанию. Введите другое " & _ 
"значение, больше предыдущего"; _ 
vbOKOn1у; "ВНИМАНИЕ!" 

GOTO Metka2 
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0) 
1) 
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.FormulaRlCl = " X " 

.FormulaRlCl = " Y(x) " 

.FormulaRlCl = "Урасч(х) 



End If 
Next j 

End If 
If inputVal <> False Then 

Metkal: 
inputVall " Application. _ 

InputBox("Введите значение Функции У" & i) 
Range("Al").Select 
ActiveCell.0ffset(4 + i; 0). _ 

Range("Al:Bl").Select 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 40 

.Pattern - xlSolid 
End With 
ActiveCell.Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(0; 1).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
ActiveCell.Offset(0; -1).FormulaRlCl - inputVal 
ActiveCell.Offset (0; 0).FormulaRlCl = inputVall 
i - i + 1 
If inputVall - False Then GoTo Metkal 

End If 
Loop Until (inputVal = False) 
Nx = i - 1 
If Nx < 2 Then 

MsgBox "Нужно ввести хотя бы два значения X!"; _ 
vbOKOnly; "ВНИМАНИЕ!" 

Goto Metka2 
End If 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(3; 3).FormulaRlCl - "Nx = 0,..." 
ActiveCell.Offset(3; 4).FormulaRlCl - Nx 

' Ввод точки, в которой нужно восстановить функцию 
Range("А1").Select 

Metka3: 
inputVal = Application.InputBox("Введите " S _ 

"значение аргумента X, при котором " & _ 
"нужно восстановить функцию") 

If inputVal о False Then 
Range("Al").Select 
ActiveCell.Offset(4 + Nx + 1; 0).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:»xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
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With Selection.Interior 
.Colorlndex = 39 
.Pattern = xlSolid 

End With 
ActiveCell.Offset(0; 0).FormulaRlCl - inputVal 
ActiveCell.Offset(0; 2).Range("Al").Select 
Selection.BorderAround Weight:=xlMedium; _ 

Colorlndex:=xlAutomatic 
With Selection.Interior 

.Colorlndex = 39 

.Pattern = xlSolid 
End With 
i_ = Trim(Str(Nx +1)) 
sled = "=Lagrang_Qwik(R[-" & i_ S "]C[-2]-.RCt-l)) " 
ActiveCell.Offset(0; 0).FormulaRlCl - sled 

Else 
MsgBox "Нужно ввести интерполируемое " s _ 

"значение X!"; _ 
vbOKOnly; "ВНИМАНИЕ!" 

GoTo Metka3 
End If 
Range("Al").Select 
i - Str(4 + Nx + 2) 
i = Trim(i) 
sled - "A5:C" + i 
Graphic (sled) 
Key 

End Sub 
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